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Zusammenfassung 

We prove an analogon of Koszul duality for category O in positive 
characteristic. However, there are no Koszul rings, and we do not prove 
an analog of the Kazhdan-Lusztig conjectures in this context. 

1 Einfuhrung 

1.1. Gegeben ein Z-graduierter Ring A betrachten wir die abelsche Kategorie 
A-Mod z aller Z-graduierten A-Moduln. Wir haben dann zwei verschiedene 
Moglichkeiten, auf ihrer derivierten Kategorie "einen Teil der Graduierung 
zu vergessen" , konkret zwei triangulierte Funktoren 

Der(A-Mod) <- Der(A-Mod z ) A A-dgDer 

Links steht schlicht der derivierte Funktor zum Vergessen der Graduierung 
A -Mod z y A -Mod. Rechts dahingegen ist die derivierte Kategorie des diffe- 
rentiellen graduierten Rings (A, d = 0) gemeint, also die Homotopiekategorie 
der differentiellen graduierten A-Moduln lokalisiert nach Quasiisomorphis- 
men, wie sie etwa in |BL94j ausfuhrlich diskutiert wird. Der Funktor nach 
rechts wirft einen Komplex von graduierten Bimoduln, gedacht als bigra- 
duierte abelsche Gruppe (M^) itj mit (a-) : M (i ' j) -> M {i > j+ ^ fiir a e A 
homogen vom Grad \a\ und Differential d : ->■ M^ j \ auf den dif- 

ferentiellen graduierten A-Modul vM mit [vM) n := © i+ ,- =n M^ und mit 
dem offensichtlichen Differential. In diesen Konstruktionen sehe ich das ho- 
mo logische Grundgeriist der Koszul-Dualitat. 

1.2. Um Koszul-Dualitat fiir Kategorie O im Sinne von [BGS96J zu fassen, 
versehe ich dies abstrakte Bild noch mit Endlichkeitsbedingungen. Gegeben 
A eine endlichdimensionale Z-graduierte Ringalgebra iiber einem Korper k 
betrachten wir die Kategorien A -Modf und A -Modf z der endlichdimensiona- 
len bzw. endlichdimensionalen Z-graduierten A-Moduln und bezeichnen mit 
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A -dgDerf C A -dgDer die voile Unterkategorie mit den endlichdimensionalen 
differentiellen graduierten Moduln als Objekten. Koszul-Dualitat fiir Katego- 
rie O bedeutet in diesen Notationen die Existenz einer endlichdimensionalen 
Z-graduierten C-Ringalgebra A mitsamt vertikalen Aquivalenzen von trian- 
gulierten C-Kategorien 

Der b (A-Modf) <- Der b (A-Modf z ) ->■ A -dgDerf 

1 1 It 
Der b (C ) Der (B) G/B 

Hier meint G D B eine komplexe halbeinfache algebraische Gruppe mit einer 
Borel'schen Untergruppe, und wir erklaren in der beschrankten derivierten 
Kategorie Der b (C-Mod/( G / B )) der Kategorie aller Garben von komplexen 
Vektorraumen auf der mit der metrischen Topologie versehenen komplexen 
Fahnenmannigfaltigkeit G/B die voile Unterkategorie Der(#) G/B aller Kom- 
plexe von Garben, deren Kohomologiegarben eingeschrankt auf 5-Bahnen 
alias Bruhat-Zellen samtlich konstant sind mit freien endlichdimensionalen 
Halmen. Derartige Komplexe nennen wir im weiteren "Bruhat-konstruktibel" . 
Links meint O den Hauptblock der Kategorie O zur Liealgebra der Lang- 
lands-dualen Gruppe G y . 

1.3. Schliefilich konnen wir unsere Z-graduierte C- Algebra A und unsere ver- 
tikalen Aquivalenzen sogar so konstruieren, daB unsere linke vertikale Aqui- 
valenz die t-Strukturen erhalt, also abgeleitet ist von einer Aquivalenz von 
C-Kategorien A-Modf ^> O , und daB es fiir alle x aus der Weylgruppe W 
einen endlichdimensionalen Z-graduierten A-Modul M x gibt, der auf der lin- 
ken Seite zu einem Vermamodul mit hochstem Gewicht x-0 spezialisiert, auf 
der rechten Seite dahingegen zum derivierten direkten Bild der konstanten 
perversen Garbe auf der Bruhat-Zelle BxB/B unter der Einbettung nach 
G/B, in Kurzschreibweise 

M(x-O) <- M x ^ j x * BxB/B [l(x)\ 

Hier meint x-0 wie iiblich xp — p fiir p die Halbsumme der positiven Wurzeln, 
also der Wurzeln, deren Wurzelraume auf alien Objekten von O lokal nilpo- 
tent operieren. In diesem Fall konnen wir sogar erreichen, daB fiir P x -» M x 
die projektive Decke in derselben Weise gilt 

P(x-0) <- P x ^ i xt XC(BxB/B) 
mit P(x ■ 0) -» M(x ■ 0) der projektiven Decke in Oq. 

1.4. Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, die analogen Aussagen im 
modularen Fall zu beweisen. Wir wahlen dazu einen endlichen Korper k posi- 
tiver Charakteristik I > und erklaren die voile Unterkategorie Der( S ) G/B = 
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Der(B)(G/B;k) C Der b (/c-Mod/(G/B)) genau wie oben, nur daB wir diesmal 
Garben von fc-Vektorraumen betrachten, jedoch immer noch auf der kom- 
plexen Fahnenmannigfaltigkeit. Auf der anderen Seite hingegen erklaren wir 
Oq = Oo(k) nun wie in |SoeOO| als den "Subquotienten um den Steinberg- 
punkt" des Hauptblocks der Kategorie der endlichdimensionalen rationalen 
Darstellungen der algebraischen Gruppe G v (k) iiber k. Damit das sinnvoll 
ist, mussen wir uns auf den Fall einschranken, daB die Charakteristik groBer 
ist als die "Coxeterzahl von G v ", so daB im Inneren der um I gestreckten 
Alkoven der affinen Weylgruppe mindestens ein ganzes Gewicht liegt. Unter 
der starkeren Voraussetzung I > 5\R\, daB also die Charakteristik von k min- 
destens fiinfmal so groB ist wie die Zahl der Wurzeln von G, zeigen wir dann 
die modularen Analoga der in den beiden vorhergehenden Abschnitten vor- 
gestellten Aussagen. Der wesentliche Unterschied zum nichtmodularen Fall 
ist, daB man oben statt dem Schnittkohomologiekomplex die entsprechende 
Paritatsgarbe erhalt. Verwandt dazu ist das Phanomen, daB im modularen 
Fall nicht klar ist, ob die Z-graduierte Algebra A so gewahlt werden kann, 
daB sie in negativen Graden verschwindet und im Grad Null halbeinfach ist, 
geschweige denn Koszul, wie das im nichtmodularen Fall in [Soe90t IBG S96J 
gezeigt wird. 

1.5. Der Subquotient um den Steinbergpunkt Oo(k) hat in meinen Augen per 
se keine besondere Bedeutung. Er kennt jedoch einen Teil der Multiplizitaten 
einfacher Darstellungen von G v in Weylmoduln, und mein Interesse riihrt 
daher, daB ich in ihm einer besonders gut zuganglichen Modellfall sehe, dessen 
Studium bei der Suche nach einem Zugang zu Lusztig's modularer Vermutung 
helfen mag. 

1.6. Der groBte Teil des Beweises steht bereits in |Soe00j . Genauer betrachten 
wir dort die voile Unterkategorie K C Der(B){G/B; k), die aus alien derivier- 
ten direkten Bildern von konstanten Garben auf Bott-Samelson-Varietaten 
besteht, mitsamt ihren Shifts, direkten Summen und direkten Summanden. 
Dann zeigen wir fur k von einer Charakteristik oberhalb der Coxeterzahl von 
G v , dafi es in K fur alle y G W ein bis auf Isomorphismus eindeutig bestimm- 
tes unzerlegbares Objekt C y gibt mit Trager im AbschluB der durch y gege- 
benen Zelle suppC y = ByB/B, das auf der Zelle selbst bis auf Shift um die 
Dimension der Zelle eine konstante Garbe k ist, C y [— l(y)] \b v bib= ByB/B. 
In moderner Terminologie heiBt C v eine Paritatsgarbe, und in [JMW09J wird 
deren Existenz und Eindeutigkeit rein geometrisch und ohne Einschrankun- 
gen an die Charakteristik und iiberhaupt in groBerer Allgemeinheit gezeigt. 
Und schlieBlich zeigen wir in |SoeOO] eine Aquivalenz von Kategorien 

Modi- A ^ O (k) 
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fiir A = Der*(£, C) die Algebra der Selbsterweiterungen von C := @ y&w C y . 
Genauer besteht also A 1 aus alien Morphismen C — > C[i] in der derivier- 
ten Kategorie Der(A;-Mod/(G/£)), und Co = Oo(k) meint die regulare Sub- 
quotientenkategorie urn den Steinbergpunkt aus [Soe00[ 2.3] wie zuvor. Im 
wesentlichen bleibt uns damit nur noch die Aufgabe der Konstruktion einer 
Aquivalenz von triangulierten fc-Kategorien 

dgDerf-A ^ Der {B ) G/B 

fiir diese graduierte k- Algebra A, die genau genommen die opponierte Alge- 
bra zu der Algebra A der ersten Abschnitte ist. 

1.7. Die Grundlage dieser Konstruktion bilden allgemeine Resultate der ho- 
mologischen Algebra, die im folgenden kurz diskutiert werden sollen. Sei A 
eine abelsche Kategorie. Eine Menge von Komplexen C C Ket(^4) heiBe "en- 
dazyklisch" genau dann, wenn fiir alle T, T 1 £ C und alle n £ Z die offen- 
sichtliche Abbildung einen Isomorphismus 

Hot^T, [n)T') ^ Der A (T, [n)T') 

zwischen Morphismen in der Homotopiekategorie und Morphismen in der 
derivierten Kategorie liefert. Gegeben eine endliche endazyklische Familie 
T\ , . . . , Ti bilden wir nun den Komplex T : = @ Tj und versehen seinen En- 
domorphismenkomplex E := End^T mit der natiirlichen Struktur als dg- 
Ring und den durch die Projektoren gegebenen Idempotenten lj £ E. So 
induziert der Funktor Hom^(T, ) eine Aquivalenz von triangulierten Kate- 
gorien zwischen der von den Tj in der derivierten Kategorie erzeugten vollen 
triangulierten Unterkategorie 

(Ti,...,T,) A cDer(^) 

und der von den dg-Rechtsmoduln liE erzeugten vollen triangulierten Un- 
terkategorie 

(l 1 E,...,l l E) A C dgDer-E 

Man beachte, daB hier als Zwischenschritt die nach Annahme ebenfalls aqui- 
valente in der Homotopiekategorie erzeugte voile triangulierte Unterkategorie 

(T 1 ,...,T l ) A cEat(A) 

eingefiigt werden muB, auf der dann auch Hom_4(T, ) erst recht eigentlich 
sinnvoll erklart werden kann. Im fiir uns relevanten Fall, daB die Tj aus in 
Richtung der Pfeile beschrankten Komplexen projektiver Objekte von A be- 
stehen, kann man den besagten Funktor aber auch auf Hot(*4) selbst bereits 
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sinnvoll erklaren. Des weiteren ist bekannt, daB fiir jeden Quasiisomorphis- 
mus D —7- E von dg-Ringen, also jeden Homomorphismus von dg-Ringen, der 
auf der Kohomologie Isomorphismen induziert, die Restriktion eine Aquiva- 
lenz von triangulierten Kategorien 

dgDer- E —> dgDer- D 

induziert. Mogliche Quellen fiir Aussagen dieser Art sind [Ric89[ lKe!94] . Die 
hier gegebenen Versionen wird der Leser jedoch auch unschwer selbst priifen 
konnen. 

1.8. Nun wenden wir diese Erkenntnisse an auf die abelsche Kategorie aller 
Garben von fc-Vektorraumen auf der Fahnenmannigfaltigkeit und beachten 
(C y | y G W)a = Tiex{B)G/B. Reprasentieren wir also die Paritatsgarben 
oder vielleicht besser Paritatskomplexe C y durch gegen die Pfeile beschrank- 
te Komplexe von injektiven Garben (C y )*, bilden den Komplex von injekti- 
ven Garben C* := und betrachten dessen Endomorphismenkomplex 
Endcarb £* m it seiner natiirlichen Struktur als dg-Ring und den offensichtli- 
chen Idempotenten l v , so liefern die Uberlegungen aus 11.71 schon einmal eine 
Aquivalenz von triangulierten Kategorien 

Der (B) G/B ^ (l y E \ y e W) A C dgDer- E 

Per definitionem ist die Kohomologie von E genau unser graduierter Ring 
A = Der*(£, C) von oben. Finden wir nun noch einen weiteren dg-Ring D 
und Quasiisomorphismen E ^— D — > A und homogene Idempotente l y G D, 
die auf die entsprechenden Idempotenten in E und A abgebildet werden, so 
erhalten wir daraus weiter eine Aquivalenz von triangulierten Kategorien 

Der (B) G/B ^ (l y A | y G W) A C dgDer- A 

Dann mlissen wir nur Endlichkeitsbedingungen abgleichen, um zu zeigen, daB 
die Mitte auch als dgDerf- A beschrieben werden kann. 

1.9. Um schlieBlich unseren dg-Ring D mit Quasiisomorphismen E ^— D — > 
A zu finden, halten wir uns an [DGMS75J und iibertragen die dort gegebene 
Argumentation in einen etalen Kontext. Die Frobeniusoperation ubernimmt 
dabei den Part, der dort von der Hodgetheorie gespielt wird. Insbesondere ar- 
beiten wir also anders als bis hierher dargestellt gar nicht auf der komplexen 
Fahnenmannigfaltigkeit, sondern vielmehr auf der Fahnenmannigfaltigkeit 
fiber einem endlichen Korper F, dessen Charakteristik p von der Charak- 
teristik I von k verschieden ist. Das Hauptresultat wird in dieser Form in 
19.21 formuliert. Die Ubertragung der Resultate auf den Fall komplexer Fah- 
nenmannigfaltigkeiten gelingt mit bekannten Methoden [BBD82, 6.1.9] und 
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soli in dieser Arbeit nicht thematisiert werden. Des weiteren arbeiten wir 
aus technischen Griinden anders als in 11.81 dargestellt nicht mit normalen 
Garben, sondern vielmehr mit perversen Garben zur mittleren Perversitat: 
Nur in dieser Welt gelingt es mir, kontrolliert kleine hinreichend azyklische 
Auflosungen zu konstruieren. 

2 Bigraduierungen und Verscherung 

2.1. Ich will hier den Funktor nach rechts in 11.11 noch etwas ausfuhrlicher 
diskutieren und gleichzeitig weitere Notationen festklopfen. Sei zunachst T 
eine beliebige abelsche Gruppe. Unter einem T-graduierten dg-Ring verstehen 
wir einen (Z x r)-graduierten Ring 

R = /T' 7 

mitsamt Gruppenhomomorphismen d : RJ 1 ' 1 — > R n+1 ^ derart, daB wir bei 
Vergessen der r-Graduierung einen dg-Ring erhalten. Wir erklaren dazu eine 
abelsche und zwei triangulierte Kategorien 

i?-dgMod r = dgMod^ 
i?-dgHot r = dgHot^ 
R -dgDer r = dgDer^, 

fiir die wir wie angedeutet jeweils zwei alternative Notationen verwenden, 
wie folgt: Die erste Kategorie dgMod^ besteht aus alien T-graduierten dg- 
Moduln iiber R; die Zweite dgHot^ hat dieselben Objekte, aber Homotopie- 
klassen als Morphismen, wobei Homotopien stets dahingehend zu verstehen 
sind, daB sie die T-Graduierung erhalten; die Dritte dgDer^, entsteht aus der 
Zweiten durch Lokalisierung an alien Quasiisomorphismen. Analog erklart 
man entsprechende Kategorien von Rechtsmoduln und notiert sie dgMod^ 
etc. 

2.2. Unsere T-graduierten dg-Ringe sind genau die Monoidobjekte der Ten- 
sorkategorie Ket r aller Komplexe von T-graduierten abelschen Gruppen. 1st 
ip : T — > Z ein Gruppenhomomorphismus und M eine T-graduierte abelsche 
dg-Gruppe, so erklaren wir die "mit (p verscherte T-graduierte dg-Gruppe" 
M e Ket r als die "umgraduierte" dg-Gruppe, die gegeben wird durch die 
Vorschrift 

Dies Umgraduieren U : M \— y M ist kein Tensorfunktor, wenn wir es zusam- 
men mit den naiven natiirlichen Isomorphismen U(M®N) —> (UM) ® {UN) 
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betrachten, denn diese sind nicht mit den Differentialen vertraglich. Wir er- 
halten jedoch einen Tensorfunktor (£/,£), wenn wir U erganzen durch die 
natiirlichen Isomorphismen 

£ : U(M ®N)^ (UM) <g> (UN) 

die gegeben werden durch die Vorschrift £ : m <8> n i— >■ (— l^^m <8> w fur 
m G M i,a und n G N j ' p . 

2.3. 1st 99 : T —7- Z ein Gruppenhomomorphismus und i? ein T-graduierter 
dg-Ring, so erklaren wir den "mit tp verscherten T-graduierten dg-Ring" R 
als den "umgraduierten" Ring, der gegeben wird durch die Vorschrift 

mit der Multiplikation, die wir in der Notation aus 12.21 als die Komposition 

U(R) ® U(R) ^ U(R g> R) -»■ I7(J?) 

erhalten, mit dem Inversen von £ als erstem Pfeil und der umgraduierten 
Multiplikation auf i? als zweitem Pfeil. Die entsprechende Verscherung von F- 
graduierten dg-Moduln liefert dann Aquivalenzen .R-dgMod r = i?-dgMod r 
und dergleichen in offensichtlicher Weise. 

2.4. Das folgende kann als ein Spezialfall dieser sehr allgemeinen Konstruk- 
tionen verstanden werden, in dem allerdings weniger Symmetrie sichtbar ist. 
Wir gehen nun auch zu einer weniger symmetrischen Notation iiber in der 
Hoffnung, daB das die Arbeit besser lesbar macht. Insbesondere betrachten 
wir im folgenden r = Z, (p = — id, schreiben M™' fiir die homogenen 
Komponenten unter der Start-Bigraduierung (die oben M 4 ' 7 hieBen), und 
schreiben M 1 ^ := M^ - - 7 '^ fiir die homogenen Komponenten der verscherten 
Bigraduierung (die in der obigen Notation M*' 7 notiert worden waren). In 
anderen Worten schreiben wir also vor der Umgraduierung eingeklammerte 
obere Indizes und nach der Umgraduierung lassen wir die Klammern um die 
oberen Indizes weg. 

2.5. Jeder Z-graduierte Ring A kann auch als Z-graduierter dg-Ring mit mit 
Differential Null und diagonaler Bigraduierung aufgefaBt werden, in Formeln 
A % 'i := A % fiir % — j und A 1 ^ = sonst. Das ware in der Begrimichkeit von 
eben die Verscherung des bigraduierten dg-Rings mit A^' = fiir i 7^ und 

= AK Wir erhalten dann eine Aquivalenz von triangulierten Kategorien 

U : Der(A-Mod z ) ^ A-dgDer z 

indem wir jedes Objekt M = ©M^ G Ket(A-Mod z ) links abbilden auf 
das umgraduierte Objekt U(M) = 0M ,J G A-dgDer z mit M ij ' := M^~^ 
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alias M i+j ' j = M^. Der Funktor v aus 11.11 ist dann gerade Verkniipfung 
dieser Aquivalenz mit dem Vergessen der Z-Graduierung zum zweiten In- 
dex A-dgDer z — > A-dgDer. Ich will auch im weiteren Verlauf der Arbeit 
versuchen, diese beiden gegeneinander verscherten Bigraduierungen dadurch 
auseinanderzuhalten, daB ich wie oben eine von beiden in Klammern notiere, 
und will dafiir U(M) nach Moglichkeit mit M abkiirzen. Beim Verschieben 
der kohomologischen Graduierung benutze ich die zwei Varianten [1]M und 
M[l], die Z[l] ® M und M <E> Z[l] abkiirzen. Sie unterscheiden sich nur in 
den Vorzeichen der Differentiale: Bei M[l] lasse ich, anders als in der Litera- 
tur iiblich, die Differentiale unverandert, bei [1]M kriegen sie alle ein Minus, 
und letzteres ist die Verschiebung, die bei ausgezeichneten Dreiecken zu ver- 
wenden ist. Beim Verschieben von dg-Moduln verwende ich die Konvention 
r([l]m) = (-l)' r '[l](rm) und deren Analoga in hoffentlich offensichtlicher 
Notation. Beim Verschieben der zusatzlichen Z-Graduierung verwende ich 
die Notationen ((n)) in A -Mod z und (n) in A -dgMod z und setze genauer 

(M((n))f j) = M {i ' j+n) und (iV(n)) ij = N ij+n . 

Das fiihrt dann zu kanonischen Isomorphismen U(M[n]) = (UM)[n\ und 
U(M{(n))) = (UM)[n]{n). 

Erg" anzung 2.6. Die obige Konvention fiir (n) ist umgekehrt zu der Kon- 
vention in [BGS96J und [SoeOOj . Um beide Notationen auseinanderzuhalten, 
versehe ich die Notation von dort mit einem unteren Index BGS, so daB also 
die Beziehung zu unserer Notation hier durch die Formel (1)bgs = ( — 1) aus- 
gedriickt werden kann. In [BGS96J hat sich meines Erachtens auch ein Fehler 
eingeschlichen, den ich hier richtig stellen will: Mir scheint, das (1)bgs aus 
[BGS96, 4.1.6] ist ein Tate- Twist vom Grad —1 und nicht wie dort behaup- 
tet ein Tate-Twist vom Grad 1, und damit alles zusammenpaBt, muB man 
dann die entsprechende Formel nach [BGS96, 4.1.4] zu J-"(2?t,)bgs = ^{ n ) 
korrigieren. 

3 Geometrisch projektive perverse Auflosun- 
gen 

3.1. Sei L ein Korper. Wir gehen aus von der Kategorie aller separierten 
Schemata von endlichem Typ iiber L. Die Objekte dieser Kategorie nennen 
wir Varietaten iiber L, obwohl wir von ihnen nicht fordern, dafi sie irreduzibel 
oder reduziert sein sollen. 

3.2. Sei k ein endlicher Korper derart, daB L und k nicht dieselbe Charakteris- 
tik haben. So erklaren wir fiir jede Varietat iiber L mit Grothendieck |Gro72] 
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zunachst einmal die abelschen Kategorien Garb(X; k) D Garb c (X; k) aller 
etalen bzw. konstruktiblen etalen Garben von /c-Vektorraumen auf X. Wir 
halten den endlichen Koeffizientenkorper k unserer Garben im folgenden fest 
und vereinfachen unsere Notation zu 

Garb(X) D Garb c (X) 

3.3. Wir interessieren uns insbesondere fiir den Fall eines endlichen Korpers 
L = F und den Ubergang zu seinem algebraischen AbschluB L — F. Diesen 
Ubergang deuten wir im folgenden durch Queren an, also X := Ix F f und so 
weiter. 1st (E) eine Eigenschaft und sagen wir von etwas, es sei "geometrisch 
(E)", so ist gemeint, daB es nach Erweiterung der Skalare zu L = F die 
Eigenschaft (E) haben soil. 

3.4. Sei B ein Gruppenobjekt in der Kategorie der F-Varietaten. Eine B- 
Varietat X heiBe geometrisch linear genau dann, wenn X in endlich viele 
fi-Bahnen zerfallt und wenn diese Bahnen daruber hinaus mit ihrer redu- 
zierten Struktur isomorph sind zu F-Varietaten, die endlichdimensionalen 
F-Vektorraumen entsprechen. 

Bemerkung 3.5. Die im folgenden bewiesenen Resultate benutzen nur Ei- 
genschaften der durch die Bahnen gegebenen Stratifizierung von X. Wir 
konnten allgemeiner mit einer beliebigen "geometrisch linearen Whitehead- 
Stratifizierung" arbeiten. Da ich mich aber eh nur fiir die Falle interessiere, 
die von Gruppenoperationen herkommen, insbesondere fiir Fahnenmannigfal- 
tigkeiten mit ihrer Bruhat-Zerlegung, will ich an dieser Stelle die Diskussion 
des Begriffs einer Whitehead-Stratifizierung vermeiden. 

3.6. Ist X eine £?-Varietat iiber F, so notieren wir 

Garb (5) (X) C Garb c (X) 

die voile Unterkategorie derjenigen Garben, die auf alien i?-Bahnen konstant 
sind, und 

Garb (B) (X) C Garb c (X) 

die voile Unterkategorie derjenigen Garben, die nach Erweiterung der Skalare 
zu F in Garb(^)(X) landen. Des weiteren betrachten wir die triangulierten 
A;-Kategorien 

Der (5) (X) C Der b (X) := Der b (Garb(X)) 
Der (B) (X) C Der b (X) := Der b (Garb(X)) 
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aller Komplexe mit Kohomologie in Gaib^(X) beziehungsweise mit Ko- 
homologie in Garb(#)(X). Schliefilich betrachten wir noch die abelschen k- 
Kategorien der zugehorigen perversen Garben 

Perv^X) cDer (5) (X) 

Perv (B) (X) cDer (B) (X) 

Proposition 3.7. 1st X eine geometrisch lineare B-Varietdt iiberW, so liefert 
der Realisierungsfunktor real aus [BBD82, 3.1.7] Aquivalenzen von Katego- 
rien 

Der b (Perv (5) (X))^Der (S) (X) 
Der b (Perv (B) (X)) ^Der (B) (X) 

3.8. Der offensichtliche Funktor liefert unter diesen Annahmen keineswegs 
Aquivalenzen von Kategorien Der b (Garb(£)(X)) ^> Der^^A). Das ist der 
Grund dafiir, daB wir im folgenden meist mit perversen Garben arbeiten. 

Beweis. Wir konzentrieren uns auf die zweite Aussage. Da die Einbettung 
jeder Bahn ein affiner Morphismus j : D ^ X ist, sind fur jede geometrisch 
konstante perverse Garbe C auf D auch j\C und jJZ pervers. Sowohl alle 
derartigen j\C als auch alle derartigen j*C erzeugen beide triangulierten Ka- 
tegorien. Da der fragliche Funktor volltreu ist auf Morphismen j\C — > j'#C'[n], 
muB er damit eine Aquivalenz von Kategorien sein. □ 

3.9. Sei X eine geometrisch lineare .B- Varietal iiber F. Die Differenz zwischen 
der groBtmoglichen und der kleinstmoglichen Dimension einer Bahn nennen 
wir die Breite von X und notieren sie br(A). 

Proposition 3.10. Sei X eine geometrisch lineare B-Varietdt iiber ¥. 

1. Die abelsche Kategorie PerV(#)(X) besitzt geniigend projektive Objekte 
und ihre homologische Dimension ist beschrdnkt durch die Breite unse- 
rer B-Varietdt X. 

2. Jedes Objekt von Perv(£)(X) ist Quotient eines geometrisch projektiven 
Objekts von Perv(#)(X). 

Beweis. Die erste Aussage folgt aus |BGS96[ 3.2.1]. Um eine projektive Decke 
eines Objekts T G Perv^(A) zu erhalten, kann man sukzessive die univer- 
selle Erweiterung mit halbeinfachen Objekten nehmen in der Weise, daB wir 
fur alle einfachen Isomorphieklassen Li den fc-Vektorraum Ei : = Ext 1 ^, £,) 
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betrachten und die kanonischen Elemente von E* ® k Et = Ext 1 {J 7 , E$ ® k d) 
zusammenfassen zu einem Element von 

Ext^J", ©£?® fc Ci) 

und die Mitte der zugehorigen kurzen exakten Sequenz nehmen. Sicher kommt 
jedes einfache Objekt Ci G Perv^)(X) von einem Objekt Ci G Perv(#)(X) 
her. Fur T G Perv(£)(X) tragt dann Ei = Ext {T, Ci) eine Galoisopera- 
tion und die universelle Erweiterung ist ein galoisinvariantes Element von 
Ext 1 ^, E* ®fc Ci). Nach den Argumenten im Beweis von [BBD82| 5.1.2] 
lafit sich dieses Element also zu einem Element von Ext 1 ^,^* ® fe d) lif- 
ten, wenn auch nicht in eindeutiger Weise. Die Erweiterung mit diesen Lifts 
als Komponenten entspricht hinwiederum einer Erweiterung von Objekten 
aus Perv(£)(X). Nach endlich vielen Schritten dieser Art erhalten wir dann 
einen Epimorphismus eines geometrisch projektiven Objekts auf unser Ob- 
jekt 7. □ 

3.11. Wir notieren gpPerV( B )X C Perv(B)A die voile Unterkategorie der 
geometrisch projektiven Objekte. 

Lemma 3.12. Sei X eine geometrisch lineare B-Varietdt iiberF. Fiir jeden 
beschrdnkten Komplex T G Ket b (Perv(#) X) gibt es einen Quasiisomorphis- 
mus V H> J 7 von einem Komplex V G Ket b (gpPerV( B ) X) von geometrisch 
projektiven Objekten von Perv^) X nach J 7 . 

Beweis. Wie iiblich erhalt man einen Quasiisomorphismus von einem mit den 
Pfeilen beschrankten Komplex. Da Perv^) X endliche homologische Dimen- 
sion hat, kann man diesen zu einem beschrankten Komplex von geometrisch 
projektiven Objekten beschneiden. □ 



4 Bott-Samelson-Komplexe 

4.1. Wir erklaren wie iiblich k(— 1) := qc*A;[2] fiir c die konstante Abbildung 
der Geraden SpecF[X] auf den Punkt SpecF. 

4.2. Wir betrachten nun G D B eine reduktive algebraische Gruppe iiber F 
mit einer ausgezeichneten Borel'schen. Sei (W, S) das zugehorige Coxetersys- 
tem. Fiir jede einfache Spiegelung s G S sei P s D B die zugehorige minimale 
Parabolische und tc s : G/B — > G/P s die Projektion. Fiir jedes x G W sei 
j x : BxB/B G/B die Einbettung der zugehorigen Bruhatzelle. Wir gehen 
von der Wolkenkratzergarbe j e *k G Perv(B){G/ B; k) aus, fiir j e die Einbet- 
tung der nulldimensionalen i?-Bahn. Fiir jede endliche Folge / = (s,t, . . . , r) 



11 



in S betrachten wir dann das Objekt 



S f : = 7r*7r s *7r t *7r t * . . . n*n r J e *k G Der {B) (G/B] k) 

In anderen Worten kann dieser Komplex beschrieben werden als das direk- 
te Bild der konstanten Garbe auf einer Bott-Samelson-Varietat unter der 
Projektion auf die Fahnenmannigfaltigkeit. Wir nennen Sf deshalb einen 
Bott-Samelson-Komplex. 

Proposition 4.3. Die geometrische Kategorie Der^(G/B) ist das triangu- 
lierte Erzeugnis der Geometrisierungen Sf der Bott-Samelson-Komplexe zu 
alien reduzierten Folgen von einfachen Spiegelungen. 

Beweis. Das folgt aus dem anschlieBenden technischen Lemma [4.41 □ 

Lemma 4.4. Fiir jede abgeschlossene B -stabile Untervarietat Y Q G/B 
ist die geometrische Kategorie Der^\(G/ B)y oiler Komplexe mit Trager 
in Y das triangulierte Erzeugnis der Geometrisierungen der Bott-Samelson- 
Komplexe zu denjenigen reduzierten Folgen von einfachen Spiegelungen, die 
Elemente y mit ByB/ B C Y darstellen. 

Beweis. Sei x G W. Fiir / eine reduzierte Darstellung von x ist j*Sf = 
BxB/B die konstante Garbe auf der zugehorigen Zelle und der Abbildungs- 
kegel iiber dem adjungierten Morphismus Sf — > j XJf BxB/B hat Trager in der 
Vereinigung aller Zellen ByB/B mit y < x. Eine offensichtliche Induktion 
beendet den Beweis. □ 

Satz 4.5 (Tate-Reinheit fiir Bott-Samelson-Komplexe). Gegeben Bott- 
Samelson-Komplexe Sf und S g verschwinden ihre geometrischen Erweite- 
rungsrdume Der(Sf,S g [n}) fiir n ungerade und sind als Galoismoduln eine 
Erweiterung von Kopien von k(—m) fiir n = 2m gerade. 

Beweis. Mit Adjunktionen und der Erkenntnis n' s = 7r*[2](l) ziehen wir uns 
auf den Fall zuriick, dafi / die leere Folge ist. Dieser Fall hinwiederum ist ein 
Spezialfall der im Anschlufi bewiesenen Proposition 14.61 □ 

Proposition 4.6. Gegeben ein Bott-Samelson-Komplex S und x G W gilt 
fiir n ungerade 'H n j*S = und fiir n = 2v gerade ist l-L n j*S eine Erweiterung 
von Kopien von BxB / B{—v). 

4.7. Genauer zeigt der folgende Beweis, daB die Vielfachheit des Subquoti- 
enten BxB / B(—v) in H 2u j*Sf genau die Zahl derjenigen Teilausdriicke von 
/ ist, die zu x multiplizieren und die Lange l(x) + 2v haben. 
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Beweis. Es reicht zu zeigen, daB sich fiir alle einfachen Spiegelungen s £ S 
besagte Eigenschaft von S auf 7r*7r s *«S vererbt. Sei dazu y G W gegeben 
mit ys > y. Wir bilden die Untervarietat X der Fahnenmannigfaltigkeit als 
Pullback im kartesischen Diagramm 



G/B 



ByP s /P s ^^G/P s 

und beachten, daB X zerfallt in eine offene Teilmenge BysB/B und ihr ab- 
geschlossenes Komplement ByB/B, in Formeln 

BysB/B 4 X A ByB/B 
Wir haben also auf X ein ausgezeichnetes Dreieck 

j\j u*S —> u*S — » iJ*u*S -I 

Behandeln wir es mit ir s * = ir s \, beachten den Basiswechsel tt s *u* = v*7r S3f und 
die Formel y — j*, so erhalten wir auf ByP s /P s ein ausgezeichnetes Dreieck 

(k s ° i)\j* ys S v*n s *S (tt s o i)*j*S 4 

Nun ist 7r s oi ein Isomorphismus von Varietaten und (ir s oj) eine Faserung mit 
Faser Spec F. Das Herunterdrticken mit kompaktem Trager langs solch einer 
Faserung macht aus der konstanten Garbe die im Grad um zwei verschobene 
und einmal vertwistete konstante Garbe k[— 2](— 1). Nach Annahme hat also 
die lange exakte Sequenz der Kohomologiegarben unseres Dreiecks immer 
drei Nuller in ungeraden Graden und drei Erweiterungen von konstanten 
Garben des Typs k(—u) in geraden Graden n = 2u. Nun ziehen wir diese 
Erkenntnis wieder mit ti* auf G/B zuriick und die Proposition folgt. □ 



5 Tate-Bigraduierung 

5.1. Seien nun Sf, . . . , S g e Der( S ) Bott-Samelson-Komplexe zu redu- 

zierten Darstellungen aller Elemente der Weylgruppe. Nach 13.71 konnen wir 
unsere Bott-Samelson-Komplexe auch als beschrankte Komplexe von perver- 
sen Garben aus Perv (b){G/B) verstehen und nach 13 .121 sogar als beschrank- 
te Komplexe von geometrisch projektiven Objekten dieser Kategorie. Diese 
Komplexe schreiben wir 

S;,...,S;eKet b (gpPerv (i?) G/B) 
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Hier liegt audi der Grand dafiir, daB ich Bott-Samelson-Komplexe mit unte- 
ren Indizes indiziert habe, in Verletzung einer unausgesprochenen Konventi- 
on, nach der ich in dieser Arbeit geometrische Objekte nach Moglichkeit mit 
oberen Indizes indizieren will. 

5.2. Nach l4~3l erzeugen die Komplexe Sj bereits die geometrische triangulierte 
Kategorie Der^(G/B) alias Der b (Perv(^)(G/5)). Gegeben ein dg-Ring E 
mit einer Menge A von homogenen idempotenten Kozykeln im Grad Null 
bezeichne im weiteren 

dgFrei-(£; A) C dgDer-E 

das triangulierte Erzeugnis der dg-Rechtsmoduln eE fiir e G A. Wir be- 
trachten nun die Menge A aller reduzierten Folgen einfacher Spiegelungen, 
bilden S* := 0^ gA iSj und betrachten als different ielle graduierte Algebra 
den Endomorphismenkomplex 

E := Endp erv S* 

der Geometrisierung unseres Komplexes aus Ket b (gpPerv (B) G/B) mit der 
Menge A der Projektoren auf die Summanden. So liefert der Funktor der 
Homomorphismen von unserer direkten Summe nach 11.71 insbesondere eine 
Aquivalenz von triangulierten Kategorien 

Der b (Perv (5) G/B) ^ dgFrei-(£; A) 

5.3. Von ihrer Konstruktion her tragt unsere endlichdimensionale differentiel- 
le graduierte fc-Ringalgebra E eine Operation der Galoisgruppe Gal(F/F), die 
die Idempotenten aus A invariant lafit. Insbesondere operiert der Frobenius- 
Automorphismus. Nach l4~5l wissen wir, daB die n-te Kohomologie unserer dg- 
Ringalgebra verschwindet fiir ungerades n, und daB sie als Galoismodul eine 
Erweiterung von Kopien von k(—m) ist fiir n = 2m gerade. Alle Hauptraume 
des Frobenius, bei denen die Eigenwerte dieselben sind wie bei irgendwelchen 
k(m), bilden also einen dg-Unterring F C E, und die Einbettung dieses dg- 
Unterrings ist ein Quasiisomorphismus F E. Bezeichnet u die Ordnung 
von |F| in k x , so erhalt der dg-Ring F auf diese Weise eine Z x (Z/wZ)- 
Graduierung. Verdoppeln wir dabei den zweiten Index, so erhalten wir eine 
Z x (Z/2wZ)-Graduierung 

F = F iJ 

mit F l 'i = fiir J ungerade, aber F h3 fiir J = 2v gerade dem Hauptraum des 
Frobenius F % ^ C F l in der Komponente vom kohomologischen Grad i, auf 
der unser Frobenius mit demselben Eigenwert operiert wie auf k(—u). Diese 
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Zx (Z/2uZ)-Graduierung ist "kohomologisch diagonal" in dem Sinne, dafi die 
Kohomologie nur in Bigraden der Form (m, rh), ja sogar nur in Bigraden der 
Form (2n, 2n) von Null verschieden sein kann. Beispiele fiir Zusatzannahmen, 
die die Formalitat derartiger dg-Ringe zeigen, sollen im folgenden Abschnitt 
zunachst einmal ganz allgemein diskutiert werden. 

6 Bigraduierungen und Formalitat 

6.1. In diesem Abschnitt sind alle die Aussagen als "Erganzungen" bezeich- 
net, die erst bei der Argumentation in den weniger zentralen letzten Ab- 
schnitten dieser Arbeit relevant werden. 

6.2. Jeder different ielle graduierte Ring (F,d), dessen Kohomologie im Grad 
Null konzentriert ist, ist formal. In der Tat bilden alle Elemente von negati- 
vem Grad zusammen mit den Zykeln im Grad Null einen Teilring (Z, d) und 
die offensichtlichen Abbildungen liefern Quasiisomorphismen von differenti- 
ellen graduierten Ringen 

(F, d) <- (Z, d) ->■ (HF, d = 0) 

Erg"anzung 6.3. Ist des weiteren M ein dg-Modul iiber F, dessen Koho- 
mologie in einem beliebigen aber festen Grad g konzentriert ist, so bilden 
alle Elemente von einem Grad < g zusammen mit den Zykeln im Grad g 
einen quasiisomorph eingebetteten (Z, <i)-Untermodul von M, und unter den 
Aquivalenzen von Kategorien 

.F-dgDer Z-dgDer £- "HF-dgDer 

entspricht M bis auf Isomorphismus dem graduierten "HF-Modul HM. 

6.4. Tragt ein differentieller graduierter Ring (F, d) eine zusatzliche Z-Graduierung 
F l = ® F M mit d : F % ^ — > F t+l ^ , und ist F kohomologisch diagonal in dem 
Sinne, dafi gilt « ^ j ^> (TiF) 1 ^ = 0, so ist unser dg-Ring F auch for- 
mal. In der Tat konnen wir dann die Bigraduierung andern um die Scherung 
Z x Z 4 Z x Z, — j,j) und konnen so erreichen, dafi sich die Ko- 

homologie im Grad Null oder genauer in Bigraden (0, j) konzentriert. Diesen 
Fall haben wir aber eben in 16.21 bereits behandelt. 

Erg" anzung 6.5. Tragt des weiteren ein dg-Modul M iiber F eine mit unse- 
rer zusatzlichen Graduierung von F vertragliche zusatzliche Z-Graduierung 
M l = 0M'J mit d : M 1 ^ — > M ,+lj , und ist M kohomologisch verschoben 
diagonal in dem Sinne, dafi es ein g gibt mit i ^ j + g =>- {'HM) 1 ^ = 0, so 
entspricht M unter den Aquivalenzen von Kategorien 

F-dgDer z ^ Z-dgDer z HF-dgDer z 
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wieder bis auf Isomorphismus dem bigraduierten "HF-Modul HM. Die hier 
betrachteten derivierten Kategorien von dg-Moduln mit zusatzlicher Gradu- 
ierung sind in der offensichtlichen Weise zu verstehen: Von Homotopien wird 
jetzt eben verlangt, daB sie auch die zusatzliche Graduierung respektieren. 

6.6. Es trage nun ein differentieller graduierter Ring (F,d) nur eine zusatz- 
liche Z/aZ-Graduierung F % = @F 1 ^ mit d : F 1 ^ — > F l+1 ^, und es sei eine 
Teilmenge TcZxZ gegeben mit den drei folgenden Eigenschaften: 

1. (0,0)GT; 

2. Die Restriktionen auf T + T und auf T U ((1, 0) + T) der Projektion 
7T : Z x Z ->■ Z x (Z/aZ) sind injektiv. 

3. Gilt F^ ^ 0, so liegt in vr(T). 

So erhalten wir eine von der Wahl von T abhangige Z-Bigraduierung auf 
F, indem wir F l ' j := F hj setzen fiir e T und F*'- 7 = sonst. Wir 

nennen sie die nach TcZxZ hochgehobene Bigraduierung. Um hier etwa 
jpt,jjpk,i c pi+k,j+i zu ze ig eri; gehen wir aus von F t '^F k ' 1 C F t+k ~i + K Aus 
.F 1 '- 7 7^ 7^ -F fc '' folgt nach Annahme, daB (i, j) und (k, I) beide zu T gehoren. 
Nach Annahme ist dann (i + k,j + 1) ein und damit der einzige Reprasentant 
von (i + k,j + /) aus T + T. Unsere Annahme (0,0)_G T impliziert jedoch 
insbesondere T cT + T. Damit gilt entweder = oder (i + k,j + I) 

ist auch der einzige Reprasentant dieses Elements aus T. In beiden Fallen 
folgt F l+k '^ +l = F l+k 'i +l und unsere hochgehobene Graduierung ist in der 
Tat vertraglich mit der Multiplikation. In ahnlicher Weise zeigt der zweite 
Teil der zweiten Bedingung, daB fiir unsere hochgehobene Graduierung gilt 
d(F i ' j ) C F i+1 'i. Die Behauptung folgt. 

Erg"anzung 6.7. Es trage des weiteren ein differentieller graduierter F-Modul 
(M,d) eine zusatzliche Z/aZ-Graduierung M i = 0M IJ " mit d : M iJ -> 
M ,+lj ", und es sei eine Teilmenge Tm C Z x Z gegeben mit den beiden 
folgenden Eigenschaften: 

1. Die Restriktionen auf T + Tm und auf Tm U ((1, 0) +Tm) der Projektion 
7T : Z x Z ->• Z x (Z/aZ) sind injektiv. 

2. Gilt M iJ 7^ 0, so liegt (i, j) in vr(T M ). 

So erhalten wir in derselben Weise auch eine von der Wahl von T M abhangige 
Z-Bigraduierung auf M, die M zu einem Z-bigraduierten F-dg-Modul macht, 
indem wir M hj := M l ~ j setzen fiir e T M und M hj = sonst. Sei schlieB- 
lich N ein weiterer dg-Modul iiber F mit zusatzlicher Z/aZ- Graduierung und 
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T/v C Z x Z eine Teilmenge mit den beiden entsprechenden Eigenschaften. 
Liefert dann die Projektion eine Injektion 7r : (—Tm) + ^ Z x (Z/aZ), 
so stimmen auf 

Hom F (M, AT) 

die beiden Z-Bigraduierungen iiberein, die man erhalt, indem man einerseits 
M bzw. A" mit den nach Tm bzw. T/v hochgehobenen Z-Bigraduierungen 
versieht und dann zum Hom-Raum iibergeht, und andererseits die natiirliche 
Z x (Z/aZ)-Bigraduierung auf dem Hom-Raum nach (—Tm) +T^ hochhebt. 

6.8. Tragt speziell ein differentieller graduierter Ring (F,d) eine zusatzliche 
Z/aZ-Graduierung F l = ® F lJ mit d : F tJ — >■ und ist F kohomolo- 

gisch diagonal in dem Sinne, dafi gilt i ^ j =$> (1-LF) 1 ^ = 0, so erhalten wir 
seine Formalitat unter der Zusatzannahme, dafi es eine Teilmenge T C Z x Z 
gibt mit den drei folgenden Eigenschaften: 

1. T umfafit die Diagonale. 

2. Die Restriktionen auf T + T und auf T U ((1, 0) + T) der Projektion 
7r : Z x Z — ► Z x (Z/aZ) sind injektiv. 

3. Gilt F iJ ^ 0, so liegt (i, J) in vr(T). 

In der Tat ist F unter diesen Annahmen offensichtlich auch kohomologisch 
diagonal fur die nach T hochgehobene Z-Bigraduierung, und damit konnen 
wir uns auf den Fall zuriickziehen, den wir in 16.41 bereits behandelt haben. 
In unseren Anwendungen arbeiten wir meist mit Tragermengen der Form 

T = Tr(6) := | \i - j\ < b} 

fiir b G N. Sie erfiillen die beiden ersten Anforderungen, wenn gilt a > 1 und 
46 < a. 

Erg" anzung 6.9. Es trage des weiteren ein differentieller graduierter F-Modul 
(M,d) eine Z/aZ-Graduierung M* = 0M !J " mit d : -> M i+1J . Sei M 
kohomologisch g-diagonal fiir ein g G Z in dem Sinne, daB gilt i — g ^ j 
(1-LFy J = 0. Sei schliefilich eine Teilmenge Tm C Z x Z gegeben mit den drei 
folgenden Eigenschaften: 

1. T A f umfafit die g-Diagonale | i — j = g}- 

2. Die Restriktionen auf T + T M und auf T M U ((1, 0) + T M ) der Projektion 
7T : Z x Z -> Z x (Z/aZ) sind injektiv. 

3. Gilt M iJ ^ 0, so liegt (z, j) in tt(T m ). 
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So ist mit denselben Argumenten auch die nach Tm hochgehobene Z-Bi- 
graduierung kohomologisch g-diagonal. Insbesondere entspricht M nach 16.51 
unter den Aquivalenzen von Kategorien 

F-dgDer Z-dgDer £- "HF-dgDer 

bis auf Isomorphismus dem bigraduierten "HF-Modul HM. In unseren An- 
wendungen arbeiten wir meist mit Tragermengen der Form 

T M = Tr(c\g) := \ \i -j - g\ < c} 

fiir c G N. Sie erfiillen die beiden ersten Anforderungen oben mit T = Tr(b), 
wenn gilt a > 1 und 2b + 2c < a. 

7 Abschatzungen fiir Frobenius-Eigenwerte 

Definition 7.1. Eine F-Varietat X heiBe beschrankt unterrein genau 
dann, wenn fiir alle n > ihre geometrische etale Kohomologie H n (X; k) 
als Galoismodul eine Filtrierung mit Subquotienten k(—u) fiir n < 2u < 2n 
besitzt. Natiirlich hangt diese Eigenschaft auch vom Koeffizientenkorper k 
unserer Garben ab, diese Abhangigkeit mache ich jedoch nicht explizit. 

7.2. Als "rein" wiirde man zumindest in der analogen Situation von Koeffi- 
zienten der Charakteristik Null den Fall bezeichnen, dafi nur n = 2v erlaubt 
ist. Mit unterrein meine ich die Bedingung n < 2v und mit beschrankt die 
Bedingung v < n. Die Gewichte in einer gegebenen Kohomologiegruppe sind 
also salopp gesprochen mindestens so gro8 aber nicht mehr als doppelt so 
groB wie im reinen Fall. Derartige Aussagen sind allerdings mit grofiter Vor- 
sicht zu genieBen, da die moglichen Gewichte ja in unserem Fall eine endliche 
zyklische Gruppe bilden. 

Beispiele 7.3. Die eindimensionale multiplikative Gruppe ebenso wie die ein- 
dimensionale additive Gruppe sind beschrankt unterrein. Das Produkt von 
zwei beschrankt unterreinen Varietaten ist wieder beschrankt unterrein. Ist 
eine glatte Varietat X mit einer glatten abgeschlossenen Untervarietat Y 
gegeben und sind sowohl unsere Untervarietat als auch ihr Komplement 
U ■= X\Y beschrankt unterrein, so ist unsere ursprungliche Varietat auch 
beschrankt unterrein, wie man leicht aus der Gysin-Sequenz 

. . . -> H"- 1 ^; k) -> H n ' 2c (F; k)(-c) -> H"(X; k) -)• E n (U; *;)->... 

mit c = dimX — dimV der Kodimension des abgeschlossenen Teils folgert. 
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Proposition 7.4. Der Schnitt einer Bruhatzelle mit einer verschobenen Bru- 
hatzelle in einer Fahnenmannigfaltigkeit ist stets beschrdnkt unterrein. 

7.5. Zur Vorbereitung des Beweises erinnere ich an |Cur88j . audi |Deo85j 
ware schon ausreichend. Curtis betrachtet ganz allgemein G D B D T eine 
iiber einem perfekten Korper F spaltende halbeinfache algebraische Gruppe 
mit einer Borel und einem maximalen Torus und notiert W = {NqT)/T die 
Weylgruppe mit einfachen Spiegelungen S C W . Dann betrachtet er fiir drei 
beliebige Elemente x,y,z G W den Schnitt U(x, y, z) = BxB / 'BHzBy' 1 B / ' B 
der Bruhatzelle BxB/B mit der um z verschobenen Bruhatzelle By~ x B/B 
und leitet die folgende induktive Beschreibung des Schnitts her: 

Lemma 7.6 ( |Cur88j ). Sei s G S gegeben mit sx < x. Gilt sz < z, so gibt es 
eine Zerlegung von U(x, y, z) in eine offene und eine abgeschlossene Unterva- 
rietdt isomorph zu F x x U(sx,y,z) beziehungsweise U(sx,y, sz) . Gilt dahin- 
gegen sz > z, so gibt es einen Isomorphismus U(x,y,z) = Fx U(sx,y, sz) . 

7.7. Mit F x und F sind hier eigentlich die Schemata der multiplikativen bzw. 
additiven Gruppe gemeint. Etwas ubersichtlicher aber weniger prazise gilt 
unter der Annahme sx < x also 



U(x,y,z) 



¥ x xU(sx,y,z) U U(sx,y,sz) sz < z; 
F x U(sx, y, sz) sz > z. 



Beweis von Proposition 15.4 I 11 unserer neuen Terminologie ist zu zeigen, 
daB alle U (x, y, z) beschrankt unterrein sind. Das folgt nun jedoch leicht aus 
115.31 mit vollstandiger Induktion iiber die Lange von x. □ 

7.8. Seien C x := BxB/B[l(x)] die konstanten perversen Garben auf den Zel- 
len. Fiir ihre Ausdehnungen durch Null j x \C x G Perv^G/B oder genauer 
deren Erweiterungen finden wir Isomorphismen von Galoismoduln 

Der {B) {j x sC x , jy\C y [i] ) = Der (B) (j y £ y (l(y)),j x *C x (l(x))[i)) 

- DeT iS) (f x j y X y ,C x (l(x)-l(y))[r]) 

R i(y)~^U(y,w ,xw )Y - Kv)) 



Das kleine Sternchen meint hier den Dualraum. Unser Endergebnis hat nach 
I15.4l eine Filtrierung mit Subquotienten k(u + l(x) —l(y)) fiir l(y) — l(x) —i< 
2u < 2(1 (y) — l(x) — i), und es kann nur fiir < i < l(y) — l(x) von Null 
verschieden sein. Fiir die ersten Erweiterungsgruppen von Standardmoduln 
finden wir insbesondere, daB Der^)(jx\C x , j y \C y [l]) = Exk Perv (j x \C x , j y \C y ) nur 
Subquotienten k[y) haben kann mit l(x) — l(y) — 1 < 2v < —2. 
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Lemma 7.9. Das Standardobjekt j x \C x besitzt in Perv^B){G/B) eine geome- 
trisch projektive Decke Q x mit einer Filtrierung, in der zusdtzlich zu j x \C x 
selbst hochstens Subquotienten j z \C z (fi) mit 1 < < l(z) — l(x) auftreten. 

Bemerkung 7.10. Man konnte hier noch ein biBchen mehr herausholen, aber 
um den Preis komplizierterer Formulierungen. 

Beweis. Wir konnen nach [BGS96j eine geometrisch projektive Decke von 
] X \C X in der Kategorie Peiv^(G/ B) induktiv aufbauen, indem wir j y \C y {y) 
fur immer langere y und alle moglichen v daranerweitern in derselben Weise, 
wie wir beim Beweis von 13.101 geometrisch projektive Decken beliebiger Ob- 
jekte durch das sukzessive maximale Daranerweitern haibeinfacher Objekte 
gewonnen hatten. Induktiv sehen wir, dafi nur solche v moglich sind, fur die 
es ein z gibt mit x < z < y und ein fi mit < fi < l(z) — l(x) derart, 
daB k(n — u) in Ext 1 (j z \C z ,j y \C y ) vorkommt. Das geht nun eben nach 17.81 
hochstens fiir l(z) — l(y) — 1 < 2(/x — v) < —2 und a forteriori hochstens fur 

1 < v-n < l(y)-l(z) 

Damit haben wir unsere Induktion am Laufen. □ 

Lemma 7.11. Das Standardobjekt j x \C x besitzt in Perv(s)(G/i?) eine geo- 
metrisch projektive Aufldsung ...—>• Q 2 — > Qi —> Qo = Q x ] ^ j x \C x , bei der 
jedes Qi eine Summe von Kopien gewisser Q z {v) ist mit i < v < l(z) — l(x). 

Beweis. Das folgt induktiv mit dem vorhergehenden Lemma 17.91 □ 

7.12. Fiir das folgende scheint es mir iibersichtlicher, formal eine Wurzel 
aus dem Tate-Twist zu erganzen und sie (1) zu notieren, so daB also gilt 
(2) = (1). Um das formal zu rechtfertigen, betrachten wir wie in [BGS96, 
4.1.4] folgende die formal erweiterte Kategorie Perv(£)(G/_B) 1//2 . Wir konnen 
dann die Standardobjekte vom Gewicht Null 

M x := j xl C x (l(x)) 

bilden und unsere Resultate iibersetzen. Insbesondere iibersetzt sich dann 
17.91 zu der Aussage, daB M x in Perv(£)(G / B) 1 ^ 2 eine geometrisch projektive 
Decke P x := Q x (l(x)) hat mit einer Standardfiltrierung, in der zusatzlich 
zu M x selbst hochstens Subquotienten M 2 (/i) mit 2 — l{z) + l(x) < /i < 
l(z) — l(x) auftreten. Die Analoga der Variante h ZWjXW der Kazhdan-Lusztig- 
Polynome aus |Soe97] fiir w & W das langste Element waren in unserem Fall 
die Laurent-Polynome gegeben durch 
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von denen wir im Fall von Garben mit Koeffizienten der Charakteristik Null 
eben wiifiten, dafi sie echte Polynome sind und fur z ^ x sogar echte Poly- 
nome ohne konstanten Term. Bezeichnet L x den einfachen Quotienten von 
M x , so liefert die Version der Reziprozitatsformel in [BGS96, 3.2] weiter 

[M x : L v (fj)] 7^ =4> x = y,p = oder 2 -l(x)+l(y) < fi < l(x) - l{y) 

und insbesondere etwas grober < l(x) — l(y). 

Bemerkung 7.13. Die Notationen M x und P x mit unteren Indizes werden 
spater in anderer Bedeutung verwendet, namlich fiir Standardobjekte und 
unzerlegbare Projektive in der modularen Kategorie O. 

7.14. Die allgemeinen Argumente aus |BGS96t 3.2] zeigen dann fiir die Di- 
mension des Frobenius-Hauptraums von H.om(P x ,P v ) vom Typ k(—c) mit 
c G Z/2wZ die Formel 

dimHom(P x ,P^) (c) = ^ (P x : M z (a))(P y : M z (b)) 

a+b=c, z 

mit einer Summe iiber a, b G Z/2uZ und z G W 7 . Die oben besprochenen 
Abschatzungen an die Vielfachheiten in Standardfiltrierungen liefern also, 
daB Hom(P x , P y )^ nur von Null verschieden sein kann, wenn c einen Re- 
prasentanten in Z hat mit |c| < 2|P + | — l(x) — l(y) und, um es von den 
Parametern unabhangig zu machen, a forteriori mit 

|c| < 2|P + | 

7.15. Des weiteren iibersetzt sich 17.111 in die Aussage, daB das Standardob- 
jekt M x in Perv(s)(G/P) 1//2 eine geometrisch projektive Auflosung ...—»■ 
P2 — > Pi — > Pq = P x -» M 21 hat, bei der jedes Pi eine Summe von Kopi- 
en gewisser P z (^) ist mit 2i + /(x) — l(z) < fi < l(z) — l(x). Im Fall von 
Garben mit Koeffizienten der Charakteristik Null konnten wir hier sogar mit 
// = % < l{£) — l(x) auskommen, nach der Koszulitat |Soe90j . In unserem Fall 
konnen wir unsere Abschatzung andererseits, zugegebenermaBen nicht sehr 
fein, vergrobern zu der Abschatzung, daB unser Komplex mit einer Lange 
i < \R + \ gewahlt werden kann — ein Komplex der Lange Null darf bei dieser 
Zahlung doch immerhin einen von Null verschiedenen Eintrag haben — und 
daB in den Pj nur Summanden P z (fi) auftreten mit 

\tA < \ R+ \ 

und dafi zusatzlich und noch spezieller gilt P = P x . 
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7.16. Nun zeigt 14 .7| daB fiir jede endliche Folge / einfacher Spiegelungen der 
Bott-Samelson-Komplex Sf konstruiert werden kann, indem man fiir jeden 
Teilausdruck g von / sein Produkt x(g) G W betrachtet und seine Lange 
1(g) G N und sukzessive Dreiecke bildet mit 

M^[-l(g))(-l(g)) 

vorne und dem bereits konstruierten Objekt hinten, iiber alle Teilausdriicke 
g von /. Jetzt diirfen wir sukzessive Abbildungskegel nehmen mit unseren 
geeignet verschobenen geometrisch projektiven Auflosungen nach 17.121 und 
erhalten so einen zu unserem Bott-Samelson-Komplex Sf quasiisomorphen 
endlichen Komplex geometrisch projektiver perverser Garben 

... > ^; > sy ■ > ... 

mit der Eigenschaft, daB jedes Sj eine direkte Summe von Kopien gewis- 
ser P z (j) ist mit — 2|i? + | < i — j < \R + \. Diese Abschatzungen iibertra- 
gen sich auf direkte Summen und funktionieren also auch fiir eine direkte 
Summe S* := (&f<Sj, wo / iiber eine endliche Menge von Folgen einfacher 
Spiegelungen lauft, die zu jedem Element der Weylgruppe mindestens eine 
reduzierte Darstellung enthalt. Nun betrachten wir zu einem derartigen Kom- 
plex den Endomorphismenkomplex E := End(iS*) mit seiner Z x (Z/2wZ)- 
Graduierung nach 15.31 und den durch die Projektoren auf die Summanden 
Sj gegebene Menge von idempotenten Zykeln A C E vom Grad Null. Dann 
haben wir per defmitionem 

E iJ =Y[Rom(S k ,S k+i ) { i ) 

k 

und die obigen Abschatzungen 17.141 und 17.151 zusammengenommen liefern, 
daB E 1 ^ 7^ nur moglich ist fiir (i,j) = (i,j) mit (i,j) G Z 2 und 

< 5\R + \ 

7.17. Jetzt wenden wir unser Formalitatskriterium 16.81 an mit der Trager- 
menge T = Tr(5|i? + | — 1) = {(i,j) G Z 2 | \i — j\ < 5\R + \}. Die erste und 
die dritte unserer Bedingungen aus 16.81 sind dann offensichtlich erfiillt, und 
die zweite unter der Annahme 4(5|i? + | — 1) < 2u alias 5\R\ — 2 < u. Da 
bei geeigneter Wahl von F die Kardinalitat |F| die multiplikative Gruppe 
von Z//Z C k erzeugt, konnen wir das stets erreichen unter der Annahme 
5|i?| < I. Alles in allem erhalten wir so nach [6] eine quasiisomorph eingebet- 
tete dg-Unteralgebra Z C E, die die ausgezeichneten Idempotenten ej G A 
enthalt, und einen Quasiisomorphismus Z ^> HE = Der*(5, S) := A, unter 
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dem jedes ej € A auf seine Homologieklasse abgebildet wird. Damit erhalten 
wir Aquivalenzen, ja bis auf eindeutige Isotransformationen wohlbestimmte 
Aquivalenzen von triangulierten /c-Kategorien 

dgFrei-(A, A) — ^ dgFrei-(Z, A) 

Be m (G/B) * 

unter denen der Rechtsmodul tfA dem Bott-Samelson-Komplex Sf entspricht. 
Man beachte, daB das hier als Algebra der Erweiterungen von Bott-Samelson- 
Komplexen zu reduzierten Folgen konstruierte A von dem in 11.81 als Algebra 
der Erweiterungen von Paritatsgarben vorgeschlagenen A abweicht. Die hier 
gegebene Konstruktion ist unsere endgiiltige Wahl. Sie ist Morita-aquivalent, 
aber technisch besser zu handhaben. 

7.18. Dieselben Argumente funktionieren auch fur partielle Fahnenmannig- 
faltigkeiten. Wir formulieren das nur aus fiir Quotienten nach den minima- 
len Parabolischen P s . Fiir rt s : G/B -» G/P s die Projektion betrachten 
wir genauer A s := Der*(7T,5*<S, 7r s *S) den entsprechenden Erweiterungsring 
in Der(£)(G/P s ) mit S wie zuvor, und mit den durch dieselbe Menge A pa- 
rametrisierten Idempotenten. Unter der Annahme 5\R\ — 1 < u erhalten wir 
in derselben Weise bis auf eindeutige Isotransformationen wohlbestimmte 
Aquivalenzen von triangulierten fc-Kategorien 

dgFrei-(A s ,A)^Der (5) (G/P s ) 

unter denen fiir alle / 6 A der Rechtsmodul efA s dem Komplex 7r s *iS/ ent- 
spricht. 

7.19. Dieselben Argumente sollten im Fall einer endlichdimensionalen lokal 
abgeschlossenen Borel-stabilen Teilmenge X einer partiellen Fahnenmannig- 
faltigkeit analoge Formalitatsresultate liefern fiir 10 br(X) < /, und dasselbe 
sollte dann auch im Kac-Moody-Fall funktionieren. 

8 Erinnerungen 

8.1. Um die in der Einleitung versprochenen Resultate zu erhalten, miissen 
wir nun einiges aus |Soe00j erinnern. Alle Nummern dieses Abschnitts in 
eckigen Klammern beziehen sich auf besagte Quelle. 

8.2. Wir kiirzen von nun an unser Oo(k) aus der Einleitung mit O ab be- 
trachten also die regularen Subquotientenkategorie O wie in [2.3] mit ihren 



— dgFrei-(£,A) 
Der b (Perv ( B) G/B) 
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Standardobjekten (M x ) xeW . Die Parametrisierung ist hierbei so gewahlt, daB 
M e e O ein projektives Objekt ist. Wir betrachten die Koinvariantenalgebra 
C wie vor [2.1.1] und den auf projektiven Objekten von O volltreuen exakten 
Funktor 

V: C^C-Modf 

nach [2.6.1]. Wir betrachten weiter fur jede einfache Spiegelung s semire- 
gularen Subquotientenkategorien O s aus [2.4] mit ihren Standardobjekten 
MJ = MJ S , die s-Invarianten der Koinvariantenalgebra C s C C und den 
exakten Funktor 

V s : O s ->■ C s -Modf 

aus [2.6.2]. SchlieBlich betrachten wir die exakten Verschiebungsfunktoren 
T s : O — > O s und T s : O s — > O aus [2.5] und die bis auf Isotransformationen 
kommutierenden Diagrame 



O 



QS 



C-Modf 



C s -Modf 



O 



■*■ C s -Modf 



C® C s 



C-Modf 



aus dem Beweis von [2.6.2]. 

8.3. Unter anderem zeigt das, daB auch V s volltreu ist auf Projektiven von 
O s , denn jeder solche ist Summand eines T S Q mit Q projektiv in O, und dann 
folgen aus den Adjunktionen (T S ,T S ) und (T S ,T S ) nach [2.5] Isomorphismen 



Hom 0s (M, T S Q) 



Hom (T S M,Q) 
= Hom c (VT S M,VQ) 
= Hom c (C V s M,VQ) 
= Hom Cs (V s M,resVg) 
= Hom cs (Y S M,V S T S Q) 

8.4. Mit der Abkiirzung 9 S := T S T S bilden wir nun fur alle Folgen / = 
(s,t, . . . , r) von einfachen Spiegelungen der Weylgruppe W das projektive 
Objekt Pf = 9 s 9 t . . .9 r M e . Bezeichnet P x die projektive Decke von M x , so 
haben wir fur st . . . r = x~ x eine reduzierte Zerlegung von x~ x stets 
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m(f,y) 



y<x 



mit unbekannten Vielfachheiten m(f,y) > 0. Des weiteren hat O endliche 
homologische Dimension. Betrachten wir also die Menge A aller reduzierten 
Folgen von einfachen Spiegelungen, so besitzt jedes Objekt von O eine pro- 
jektive Auflosung endlicher Lange durch endliche Summen von Objekten des 
Typs Pf mit / G A. 
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8.5. Bezeichnet analog P£ die unzerlegbare projektive Decke von M s x in O s , 
so haben wir fur x < xs und / eine reduzierte Zerlegung von x _1 und Pf : = 
T s P f analog 

ps _ ps 0^psjem(/,t/,s) 

y<ys 
y<x 

wobei die m(f,y,s) > wieder unbekannte Vielfachheiten sind. Wieder be- 
sitzt aber jedes Objekt von O s eine projektive Auflosung endlicher Lange 
durch endliche Summen von Objekten des Typs Pf mit / G A. 

8.6. Setzen wir P := ®^ eA P/ und A := Endo(P), so erhalten wir eine 
Aquivalenz 

Hom (P, ) : O ^ Modf-A 

Bezeichnet ej e A die Projektion auf Pf, so gilt unter dieser Aquivalenz 
Pf i — y efA. Dasselbe gilt, wenn wir iiberall einen oberen Index s erganzen. 
Setzen wir also genauer P s := /eA Pf = T S P und A s := Ende> s (P s ), so 
erhalten wir eine Aquivalenz 

Eom s{P s , ) : O s 4 Modf-A s 

Bezeichnet e/ G A s die Projektion auf PJ, so gilt unter dieser Aquivalenz 
P/ ^ e f A s . 

8.7. Die Verschiebung auf die Wand liefert einen Ringhomomorphismus A — > 
A s mit ef i-> e/. Es ist leicht zu sehen, daB er sogar eine Injektion ist, 
weshalb wir den Idempotenten ef keinen oberen Index zu geben brauchen. 
Wegen A s = Rom(T s P,T s P) = Hom(P, T S T S P) ist A s ein projektiver A- 
Rechtsmodul. Ebenso zeigt die Darstellung A s = Rom(T s T s P, P) , daB A s 
ein projektiver A-Linksmodul ist. Mit diesem Bimodul erhalten wir ein bis 
auf eine Isotransformation kommutierendes funktorielles Diagramm 

O s Modf- A s 



O *■ Modf- A 

mit der Einschrankung unter A — > A s als rechter Vertikale. In der Tat wird 
die fragliche Isotransformation schlicht die Adjunktionsabbildung 

Hom(T s P, M) 4 Hom(P, T S M) 

8.8. Der Rechtsadjungierte von T s fallt mit seinem Linksadjungierten zusam- 
men, wir erhalten folglich zwei bis auf eine Isotransformation kommutierende 
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Diagramme 



O 



- Modf- A 
Modf- A s 



O 



QS 



- Modf- A 

Hom_ A (A s , ) 

Modf- A 3 



8.9. Mithilfe von 18.21 und 18.31 konnen wir die Ringe A s C A audi expliziter 
beschreiben. Betrachten wir in der Tat zu / = (t, s, . . . , r) den C-Modul 

D f :=C ® c ° C <g) C i C ... <8>cr fc 
und bilden die Summe D := @^ eA P/, so lief ert l8T2l erst einen Isomorphismus 

YP ^ D 

und dann einen Isomorphismus A — >■ Endc -D unter dem sich die Idempo- 
tenten e/ auf beiden Seiten entsprechen. Des weiteren erhalten wir einen 
Isomorphismus Y S P S ^> D, wo D zu einem C s -Modul eingeschrankt ist, und 
mit 18.31 den unteren Isomorphismus in einem kommutativen Diagramm 



A' 



End c D 



A 



Endc* D 



8.10. Wir verstehen nun C mit der "verdoppelten Z-Graduierung" , um eine 
bessere Kompatibilitat mit unseren topologischen Konstruktionen zu errei- 
chen. Das liefert unmittelbar Z-Graduierungen auf D, A und A s . Man kann 
ganz allgemein zeigen, dafi fur endlichdimensionale Z-graduierte Ringalge- 
bren iiber Korpern alle einfachen und alle unzerlegbaren projektiven Mo- 
duln bis auf Isomorphismus und Verschiebung der Graduierung eindeutige Z- 
graduierte Versionen besitzen. Insbesondere sehen wir so, dafi Der b (Modf z -A) 
trianguliert erzeugt wird von den ejA und Der b (Modf z -v4 s ) von den ejA s . 

8.11. Wir haben nun zwei Ringe A eingefuhrt, namlich den Ring A = Der* (5, S) 
in 17.171 und den Ring A = End(P) in 18.61 Ebenso haben wir zwei Ringe A s 
eingefuhrt, namlich den Ring A s = Der*(n Sif <S, n s *S) in 17.181 und den Ring 

End(P s 



A s = End(P s ) in 18.61 Das war jedoch Absicht, denn wir erhalten ein kom- 
mutatives Diagramm von Ringen mit Isomorphismen in den Horizontalen 



End (P) 



End c D 



Der* (S, S) 



Endc- (T S P) End C s D ^— Der* (tt w 5, tt„5) 
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in dem das linke Quadrat nur von oben kopiert ist, die rechte Vertikale von 
7r a * induziert wird, und die horizontalen Ringisomorphismen des rechten Qua- 
drats von [4.2.1] herkommen und vom Hyperkohomologiefunktor induziert 
werden. Insbesondere entsprechen sich unter unseren Funktoren auch die 
Idempotenten ej zu / G A in alien sechs Ringen. Von nun an konnen wir 
also guten Gewissens die Notation A fur alle drei Ringe der oberen Zeile 
benutzen, sowie die Notation A s fur alle drei Ringe der unteren Zeile. 

Lemma 8.12. Es gilt dgFrei-(A, A) = dgDerf-A und fur alle s desgleichen 
auch dgFrei-(A s , A) = dgDerf-A s . 

Beweis. Gegeben ein dg-Ring A mit Differential Null kann jeder dg-Modul 
M eingefiigt werden in ein ausgezeichnetes Dreieck 

Z ->■ M -> [1]B 4 

mit Z den Zyklen und B den Bildern des Differentials von M, so daB die 
dg-Moduln mit verschwindendem Differential bereits ganz A-dgDer trian- 
guliert erzeugen. Fur Rechtsmoduln gilt dasselbe. Ist A endlichdimensio- 
nal, so erkennt man in derselben Weise, daB die endlichdimensionalen dg- 
Rechtsmoduln mit verschwindendem Differential bereits ganz dgDerf- A tri- 
anguliert erzeugen. Damit folgt die Behauptung aus I8.10[ wo gezeigt wird, 
dafi die e/A beziehungsweise die e f A s fur / G A bereits Der b (Modf z -A) 
beziehungsweise Der b (Modf z -v4 s ) trianguliert erzeugen. □ 

9 Modulare Koszul-Dualitat 

9.1. Ich will nun nocheinmal Revue passieren lassen und das Haupresultat 
einigermafien vollstandig formulieren. Seien R D R + ein Wurzelsystem mit 
einem ausgezeichneten System positiver Wurzeln, W seine Weylgruppe, und 
S G W die einfachen Spiegelungen. Seien k ein endlicher Korper einer Cha- 
rakteristik, die echt grofier ist als die Coxeterzahl, und sei O die regulare 
Subquotientenkategorie mit Koefhzienten k zum dualen Wurzelsystem R v . 
Sei F ein endlicher Korper, der nicht dieselbe Charakteristik hat wie k, und 
seien G C B eine halbeinfache algebraische Gruppe iiber F mit einer Borel- 
schen zum Wurzelsystem R. Sei u die Ordnung von |F| in k x . 

Satz 9.2 (Modulare Koszul-Dualitat). Unter der Voraussetzung u > 
5\R\ — 1 gibt es eine endlichdimensionale Z-graduierte k-Ringalgebra A mit- 
samt ausgezeichneten Z-graduierten A- Rechtsmoduln M x far x G W und den 
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im folgenden Diagramm vertikal eingezeichneten Aquivalenzen von triangu- 
lierten k-Kategorien derart, dafi die linke von einer Aquivalenz O ^> Modf- A 
herkommt und dafi in hoffentlich offensichtlicher Notation gilt 

Der b (Modf-A) <- Der b (Modf z - A) ->■ dgDerf-A 

tl It 
Der b (C) Der (B) (G/B;k) 

M x <- M x m- j x , BxB/B [l{x)] 

Px ^ Px ' ^ ^ 

rmi Mr G O unseren Standardmoduln, P x -» M x imd P x -» M x den pro- 
jektiven Decken, und L x den geometrisierten Paritdtskomplexen der Zellen 
BxB/B. 

Beweis. Die linke Aquivalenz wurde in 18.61 erklart, die rechte bis auf einen 
Abgleich von Endlichkeitsbedingungen in 17.171 Einen mit den ausgezeich- 
neten Idempotenten vertraglichen Isomorphismus der beiden Ringe A links 
und rechts liefert 18.11] und den Abgleich von Endlichkeitsbedingungen lie- 
fert dann lHTHZl Aus den Konstruktionen folgt, daB fur alle reduzierten Folgen 
/ e A gilt 

Pf <~ e f A ^ S f 

Indem wir induktiv jeweils die maximalen "neuen" unzerlegbaren Summan- 
den betrachten, folgern wir die Existenz von unzerlegbaren Projektiven P x G 
Modi z - A mit P x <— P x h-> C x . Weiter konnte man auch die Existenz Z- 
graduierter Liftungen M x G Modf z - A von M x G O unschwer zeigen. Mir 
ist aber kein elementares Argument eingefallen, das zeigen konnte, daB diese 
auch in der Geometrie zu Standardobjekten werden. Diesen Teil des Satzes 
zeigen wir erst nach langeren Vorarbeiten in 113.21 □ 



10 Koszul-Dualitat und Verschiebung 

Proposition 10.1. Unter der Annahme, dafi die Kardinalitat |F| als Ele- 
ment der multiplikativen Gruppe k x mindestens die Ordnung 5\R\ — 1 hat, 
gibt es endlichdimensionale Tj-graduierte k-Algebren A C A s und Aquiva- 
lenzen von triangulierten k-Kategorien wie durch die dufieren horizontalen 
Pfeile angedeutet derart, dafi das folgende Diagramm von Kategorien und 
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Funktoren bis auf Isotransformationen kommutiert: 



Der h (O s 



Der b (Modf-A s 



Der b (Modf z -A s 



dgDerf- A s 



Der (5) (G/P« 



vr -1 



Der b (£>) — ^ Der b (Modf- A) - Der b (Modf z -A) dgDerf- A Dei {S) (G/B) 



Dariiber hinaus kommen die linken Aquivalenzen her von Aquivalenzen von 
k-Kategorien O Modf-A und O s ^> Modf- A s , und fur alle reduzierten 
Folgen f G A haben wir 



e f A 



s 



f 



Beweis. Das linke Quadrat kommt aus I8.7[ die mittleren sind eh unproble- 
matisch, so daB nur das rechte Quadrat noch diskutiert werden mufi. Die 
waagerechten Aquivalenzen dort ergeben sich aus 17.171 beziehungsweise 17.181 
zusammen mit 18.111 und 18.121 Nur das Kommutieren des rechten Quadrats 
benotigt zusatzliche Argumente. Zunachst miissen wir die Konstruktion der 
horizontalen Aquivalenzen des rechten Quadrats erinnern. Wir erhalten sie 
als Komposition der Zeilen der beiden im folgenden zu diskutierenden Dia- 
gramme: 



dgDerf- A s 



dgDerf- A ■ 



dgFrei-(A s , A) dgFrei-(Z s , A) ^— dgFrei-(£ s , A) 



■ dgFrei-(v4, A) 



•dgFrei-(Z, A) 



■dgFrei-(£,A) 



dgFrei-(£ s , A) Der b (Perv (5) G/P 



dgFrei-(£,A) 



Der b (Perv (j B) G/B) 



Dev {B) (G/P s ) 



Der (S) (G/B) 



Das Kommutieren des rechten Quadrats im unteren Diagramm zeigen wir in 
112. 2\ der exakte Funktor 7i"i auf perversen Garben wird in 112.11 eingefuhrt. 
Das Kommutieren des linken Quadrats im unteren Diagramm zeigen wir in 
112.51 wo auch der dg-Ring E s und der Homomorphismus E — >• E s eingefuhrt 
werden. Im oberen Diagramm scheinen mir damit dann die Bedeutung der 
Pfeile und das Kommutieren bis auf Isotransformationen offensichtlich. □ 

10.2. Bei den drei vertikalen Mittelpfeilen kann der Linksadjungierte schlicht 
als ®aA s geschrieben werden. Indem wir auch bei den vertikalen Pfeilen am 
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Rand zu den Linksadjungierten iibergehen, erhalten wir ein kommutatives 
Diagramm 



Der b (C) 



Der b (Modf-A) 



Der b (Modf z -A) dgDerf- A Dev {S) (G/B) 



7T S ,[1] 



Der b (C s ) Der b (Modf- A s ) Der b (Modf z -A s ) dgDerf- A s Der^G/P 5 ) 

10.3. Bei den drei vertikalen Mittelpfeilen kann der Rechtsadjungierte alter- 
nate schlicht als Hom_/i(A s , ) geschrieben werden. Indem wir auch bei den 
vertikalen Pfeilen am Rand zu den Rechtsadjungierten iibergehen, erhalten 
wir ebenso ein kommutatives Diagramm 



Der b (C) 



Der b (Modf- A) - Der b (Modf z -A) dgDerf- A Der (S) {G/B) 



Hom_ A (A s ,) 



Hom_ A (A s ,) 



Der b (Modf z -A s ) dgDerf- A s Der (5) (G/P s ) 



Hom_ A (A s , ) 

Der b (C s ) — ^ Der b (Modf- A s ) 



Der Vergleich mit dem rechtesten Quadrat aus dem vorhergehenden Punkt 
liefert auf besonders bequeme Weise die Existenz eines Isomorphismus 

Rom^ A (A s , ) = A s ((-2)) 

von Z-graduierten A-A s -Bimoduln, der hinwiederum zeigt, daB alle drei mitt- 
leren Funktoren unseres Diagramms auch als <&aA s ((— 2)) geschrieben werden 
konnen. 

10.4. Manchmal fallt es mir gedanklich leichter, die mittleren Kategorien als 
"graduierte Versionen" zu denken. Ich verwende, um das zu betonen, dann 
die Notationen O := Modi z -A und O s := Modi z -A s . Unseren Restriktions- 
funktor res fassen wir dann auf als eine "graduierte Version der Verschiebung 
aus der Wand" und notieren ihn T s : O s — > O. Er hat einen Linksadjungierten 
Tf und einen Rechtsadjungierten T!f, die durch die Beziehung = Tf((— 2)) 
miteinander verkniipft sind. 



11 Vertraglichkeiten fur Realisierungsfunkto- 
ren 

11.1. Gegeben ein glatter Morphismus 7r : Y — > X von algebraischen Va- 
rietaten mit Faserdimension d induziert n*[d] : Der b (X) — > Der b (F) einen 
exakten Funktor auf den perversen Garben ir*[d] : Perv(X) — > Perv(F). 
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Satz 11.2. Gegeben ein glatter Morphismus it : X — > Y der Faserdimensi- 
on d existiert eine [l]-vertragliche I sotrans formation, die als Doppelpfeil das 
folgende Diagramm von Z-Funktoren zum Kommutieren bringt: 

Der b (PervX) Der b (X) 




Der b (Perv Y) Der b (F) 

Beweis. Das folgt sofort aus dem folgenden Lemma 111.41 dessen Beweis im 
iibrigen sogar die fragliche Isotransformation modulo der Unbestimmtheit 
der Realisierungsfunktoren explizit angibt. □ 

11.3. Fur das folgende Lemma halten wir uns eng an die Notationen, die in 
[BBD82, 3.1.5] bei der Konstruktion der Realisierungsfunktoren verwendet 
werden. 

Lemma 11.4. Seien A a , Ap abelsche Kategorien rait geniigend Injektiven. 
Seien V a C Dei + A a eine voile triangulierte Unterkategorie, dar- 
auf eine t-Struktur, C a = T>^° D T>^° deren Herz, und idem fur /3. Sei weiter 
P : A a Ap ein exakter Funktor. Induziert P : Der + „4 Q — > ~Dei + Ap einen 
exakten Funktor C a — > Cp, so existiert eine [l]-vertrdgliche Isotransformation, 
die als Doppelpfeil das folgende Diagramm von Z-Funktoren zum Kommutie- 
ren bringt: 

Der b C a -^Der+A* 
p 

Der 13 ^ — Der+Ap 

Beweis. Das folgt ohne Schwierigkeiten, wenn man die Konstruktion des 
Realisierungsfunktors real in [BBD82, 3.1.10] erinnert. Seien genauer in den 
dortigen Notationen T> a F bzw. T>^F die Unterkategorien der filtrierten de- 
rivierten Kategorie D + FA a aller Objekte (K, F) mit endlicher Filtrierung 
und mit sukzessiven Subquotienten Gr l F K in V a bzw. T>\. Analoge Notatio- 
nen verwenden wir auch mit dem Index (3 statt a. Aufgrund der Exaktheit 
von P : A a — > A/3 induziert P in sehr expliziter Weise einen triangulierten 
Funktor 

P : D + FA a -»■ D+FAp 

auf den filtrierten derivierten Kategorien, der mit dem Ubergang zum as- 
sozierten Graduierten vertauscht und wegen unserer Annahme P(C a ) C Cp 
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audi Funktoren P : T> a F — > X^F und P : X> b F — > £> b F induziert. Des weite- 
ren liefern fur jedes Objekt (K, F) 6 T> a F die offensichtlichen Morphismen 
ein kommutatives Viereck 



PGj F K[i) 



GT\,(PK)[i) 



PGi l + l K[i + l] 



Gr^ +1 (Pir)[z + l] 



und damit eine Isotransformation, die als Doppelpfeil das Diagramm 



V b a F- 



V}F 



Ket b (£> a ) 




G 



Ket b (P^ 



zum Kommutieren bringt. Bis hierher ging auBer der Exaktheit von P we- 
nig ein, die t-Strukturen manifestieren sich nur als Endlichkeitsbedingungen. 
Unter unserer zusatzlichen Bedingung P{C a ) C Cp folgt dann aber auch, daB 
unser Diagramm einschrankt zu einem Diagramm 



V h F 



bete 



Ket b C n 



^/jFbete 




Ket h Cp 



dessen horizontale Aquivalenzen von [BBD82, 3.1.8] herkommen, wo D b Fb e te 
ererade als das "Urbild unter G" von Ket b C a C Ket h V a erklart ist. Damit 
haben wir das Diagramm von Kategorien und Funktoren 



V, 



real 




V h F 



bete 



^Fbgte ' 




Ket b C a 

P 

Ket b C 



real 



Der b C n 




Der b C 



erhalten, indem jede Zelle bis auf eine explizit konstruierte Isotransformation 
kommutiert: Fiir die zentrale Zelle wurde das eben besprochen, fiir die rechte 
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und linke Zelle ist es offensichtlich, und die obere und untere Zelle werden in 
[BBD82, 3.1.10] diskutiert. Das zeigt das Lemma. □ 



12 Vertraglichkeiten bei Fahnenmannigfaltig- 
keiten 

12.1. Sei P s D B eine minimale parabolische Untergruppe von G. Bezeichne 
7r s : G/B -» G/P s die Projektion. Wir betrachten den exakten Funktor 

ttW := <[1] : Perv {B) (G/P s ) -> Perv (5) (G/5) 

und auch den dazu (unkanonisch) isomorphen exakten Funktor 

tc® := ttU-1] : Perv (5) (G/P s ) Perv (S) 

Satz 12.2. Das funktorielle Diagramm 

Der b (Perv (5) G/P s ) Der (5) (<?/P.) 

Der b (Perv (5) G/fl) De HS) (G/B) 

kommutiert bis auf eine I sotrans formation. Dasselbe gilt mit 7ri nnd 71^ [— 1] 
in den Vertikalen. 

Beweis. Das folgt unmittelbar aus 111.21 □ 

Lemma 12.3. 1. Der exakte Funktor wp auf perversen Garben hat einen 
Rechtsadjungierten Tr s \*\, der beschrieben werden kann durch die Formel 

7T sM =H°' pCrV 7l4-l}. 

2. Der exakte Funktor 7rl auf perversen Garben hat seinerseits einen 
Links adjungierten Tr s m, der beschrieben werden kann durch die Formel 

7T S[!] =-H°'P cr >[l]. 

Beweis. Ich zeige nur die erste Aussage, die zweite folgt dual. Es ist nicht 
schwer zu sehen, daB fur J 7 G Perv(#) (G/-B) stets gilt 

7t sW J- G Derg AG/P S ) 
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Hier und bis zum Ende des Beweis ist alles mit < und > stets in Bezug auf 
die perversen t-Strukturen zu verstehen. Dann betrachten wir die Kategorien 
und Funktoren 

Derg° (G/B) ^ Derg (G/P s ) ^ Per (fl) (G/P s ) 

und beachten, dafi oben jeweils der Rechtsadjungierte zum Funktor darunter 
stent, Dasselbe gilt dann ftir die Verkniipfungen unten und oben. Die Ver- 
kniipfung unten landet aber bereits in Perv(B){G/ B) und die Verkniipfung 
oben kann auch als 'H°' pcrv 7r* [— 1] dargestellt werden. □ 

12.4. Als der Rechtsadjungierte eines exakten Funktors ist ?r s [*] natiirlich 
linksexakt und macht Injektive zu Injektiven. Da Perv^(G/ B) endliche ho- 
mologische Dimension hat, konnen wir zu 7r s r*i auch auf den beschrankten 
derivierten Kategorien den rechtsderivierten Funktor 

Rvr sH : Der b (Perv (5) G/B) -> Der b (Perv (5) G/P s ) 

bilden, und aus allgemeinen Griinden ist er rechtsadjungiert zu 

ttW : Der b (Perv (5) G/P s ) -»■ Der b (Perv (5) G/B) 

Indem wir im Diagramm aus Satz 112.21 zu den Rechtsadjungierten der Verti- 
kalen iibergeben, erhalten wir, daB das funktorielle Diagramm 

Der b (Perv (5) G/B) Dev (B) (G/B) 



Rtt, 



T.[-l] 



Der b (Per V( B) G/P s ) De m (G/P s ) 

bis auf eine Isotransformation kommutiert. Dasselbe gilt mit L7T s [i] und 7n[l] 
an den entsprechenden Stellen. 

12.5. Betrachten wir nun speziell unsere Summe von Bott-Samelson-Kom- 
plexen S G Der(B)(G / B) und eine geometrisch projektive Auflosung S* G 
Ket b (gpPerV( B -) G/B). Die vorhergehenden Uberlegungen zeigen dann, dafi 
auch der Komplex 7r s m<S* aus geometrisch projektiven Objekten besteht, also 
zu Ket b (gpPerv ( - B ) G/P s ) gehort, und dafi er dariiber hinaus eine geometrisch 
projektive Auflosung des derivierten direkten Bildes [l]7r s i<S G Der^(G/ P s ) 
ist. In diesem Sinne diirfen wir also die Erweiterungen A s := Der*(7r s *«S, 7r s *S) 
aus 1 7 . 1 8 1 b erechnen als Kohomologie des dg- Rings 

E s := Endp erv (7r s[!1 5*) 



34 



und der Funktor 7r s rn induziert natiirlich einen Homomorphismus von dg- 
Ringen E — >■ E s . Nun erhalten wir sicher ein bis auf Isotransformationen 
kommutatives Diagramm von Kategorien und Funktoren 

dgFrei-(£ s , A) Hot b (gpPerv {5) G/P s ) Der b (Perv ( g ) G/P s ) 

res n s[\] n s[i] 

dgFrei-(£, A) - Hot b (Perv (5) G/B) Der b (Perv {5) G/B) 

in dem die obere linke Horizontale durch Honip erv (7r s [!]iS*, ) gegeben wird, die 
untere linke Horizontalen dahingegen durch Honip erv (iS*, ) und die Isotrans- 
formation im linken Quadrat durch die Adjunktion (tt s [\], vt 5 ^) von Funktoren 
zwischen perversen Garben. Der untere Funktor nach links faktorisiert je- 
doch iiber die derivierte Kategorie in eine Aquivalenz Der b (Perv(#) G/B) — > 
dgFrei-(i?, A). Das erklart das linke Quadrat im unteren Diagramm aus dem 
Beweis von 19.21 

13 Standardobjekte 

13.1. Ich erinnere daran, daB die modularen Vermamoduln M x e O so para- 
metrisiert waren, daB M e projektiv ist. 

Satz 13.2 (Die Koszul-Dualen der Standardobjekte). Es gibt gradu- 
ierte Rechtsmoduln M x G Modf^ mit den folgenden Eigenschaften: 

1. M x i-> M x in O; 

2. Fur k x die konstante Garbe auf der Zelle BxB/B und j x : BxB/B 
G/B die Einbettung gilt UM X i-> j x *h x [l(x)] in Deirg^G/B); 

3. Es gibt Einbettungen M xs C M x ((l)) von graduierten A-Moduln, falls 
in der Weylgruppe gilt xs > x. 

13.3. Die M x sind bereits durch die ersten beiden Eigenschaften im Satz 
eindeutig bestimmt, etwa nach |Soe00t 2.7.3]. 

13.4. Allgemeiner kann man zeigen, daB es zwischen unseren Standardob- 
jekten genau dann Einbettungen M y ((—l(y))) C M x ((—l(x))) gibt, wenn gilt 
y > x in der Weylgruppe, und daB das die einzigen Homomorphismen zwi- 
schen eventuell in der Graduierung verschobenen Standardobjekten sind. In 
der Tat wissen wir bereits aus [SoeOOi 2.5.8], dafi die M y alle denselben So- 
ckel haben, und aus dem vorhergehenden folgt dann sofort, dafi M y den 
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Sockel M Wo ((—l(y))) haben mufi. Das zeigt, dafi alle Morphismen zwischen 
eventuell in der Graduierung verschobenen Standardobjekten Einbettungen 
M y ((—l(y))) C M x ((—l(x))) sein miissen. Dafi solche Einbettungen hochstens 
dann existieren konnen, wenn in der Bruhat-Ordnung gilt y > x, folgt etwa 
aus [SoeOO, 4.2.5], aber man konnte auch leicht einfachere Argumente ge- 
ben. Dafi solche Einbettungen dann auch tatsachlich existieren, kann man 
etwa zeigen entlang der Linien des Beweises in |Dix74j fur die Existenz von 
Homomorphismen zwischen Vermamoduln. 

Beweis. Wenden wir unsere Erkenntnis Pf ejA i— > Sf auf die leere Folge 
/ = an, so folgt schon mal M e 4— e%A i— > j e *k e . Wir konnen also schon mal 
M e := e$A nehmen. Nach |SoeOO| 2.5] gibt es in O unter der Voraussetzung 
x < xs kurze exakte Sequenzen 

M x m> I'J'WI, -» M xs 

und der Raum der Homomorphismen M x c -> T S T S M X ist eindimensional. 
Haben wir bereits einen graduierten Lift M x von M x konstruiert, so erhalten 
wir demnach einen graduierten Lift M xs von M xs als Kokern der Adjunk- 
tionsabbildung, geeignet verschoben in der Graduierung. Wir erklaren also 
M xs durch die kurze exakte Sequenz 

M x f s f?M x -» M xs ((l}} 

in O. Das anschliefiende Lemma fl 3 . 51 liefert dann in Der^(G/B) ein analoges 
Dreieck, aus dem sofort folgt, dafi die so erklarten M x auch die zweite im Satz 
behauptete Eigenschaft haben. Um die dritte Eigenschaft zu priifen, beachten 
wir, dafi alle M x nach [SoeOOl 2.5.8] denselben einfachen Sockel haben, so dafi 
zwischen ihnen alle Homomorphismenraume hochstens eindimensional sind 
und von Null verschiedene Homomorphismen stets injektiv. Dann beachten 
wir, dafi die Verkniipfung 

M x ^f s f?M x ^M x ((2}} 

von durch Adjunktionen mit der Erkenntnis Tf = J 1 * ((2)) erklarten Morphis- 
men verschwindet, da der einzige von Null verschiedene Homomorphismus 
Grad Null hat. Allerdings ist auch der zweite Morphismus nicht Null, so dafi 
wir in der Tat eine Einbettung M xs ((l)) ^ M x ((2)) erhalten. □ 

Lemma 13.5. Gegeben eine einfache Spiegelung s mit xs > x pafit die 
Adjunktionsabbildung in ein ausgezeichnetes Dreieck 
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Beweis. Die Mitte kann auch beschrieben werden als a*BxP s /B[2] fur a : 
BxP s /B ^ G / B die Einbettung. Wir zerlegen nun BxP s /B in eine offene 
und eine abgeschlossene Teilmenge 



BxP s /B = BxsB/B II BxB/B 
mit Einbettungen j und % und betrachen das zugehorige Gysin-Dreieck 



wBxPs/B BxPJB jJ*BxP s /B 




alias i*k x [— 2] — > BxP s /B — > -4. Wenden wir darauf a*[2] an, so folgt 
die Behauptung bis auf das Detail, daB nicht a priori klar ist, dafi die Mor- 
phismen links dieselben sind. Das folgt aber, da sie beide die fraglichen Mor- 
phismenraume erzeugen. □ 



14 Erweiterungen gewisser Weylmoduln 

14.1. Wir erinnern die Notationen G-Modf D A D M aus jSoeOOl 2.3]. In A 
hatten wir nur einfache Subquotienten erlaubt, fur deren hochste Gewichte 
A gilt A \ pp, fiir TV hatten wir zusatzlich alle (p — l)p + xp fiir x in der 
endlichen Weylgruppe verboten, und O war der Quotient O := A/M . 

Satz 14.2. Gegeben Weylmoduln A(A) , A(/^) in A, die nicht zu Af gehdren, 
lief em in der Notation von ISoe OO. 2.3] die offensichtlichen Abbildungen Iso- 
morphismen 

Exf G (A(A), AO)) £■ Ext^(A(A), A(p)) ^ Ext l G (A(A), A(^)) 

14.3. Im weiteren zeigen wir, wie trier die linke Seite ausgedriickt werden kann 
durch Dimensionen von Frobenius-Hauptraumen auf der Kohomologie des 
Schnitts einer Bruhat-Zelle mit einer verschobenen Bruhat-Zelle. Genauer 
kann die linke Seite dargestellt werden als direkte Summe iiber j unserer 
Ext^(Mj;, M y ({j))), und die interpretieren wir in 114.51 geometrisch. 

Beweis. Die derivierte Kategorie Der b (A) der abgeschnittenen Unterkatego- 
rie A C G-Modf wird sowohl von ihren Weylmoduln A(A) als auch von ihren 
induzierten Darstellungen V(A) trianguliert erzeugt. Da aber die Einbettung 
fiir alle fraglichen X,p und alle ieZ Isomorphismen 

Dev A (A(X), V0*)[i]) ^ Der G (A(A), V(p)[i]) 
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induziert, folgen im Satz die linken Isomorphismen. Weiter besitzt jedes 
A (A) G A in A eine projektive Auflosung ... — > Pi — > P -» A (A), de- 
ren Objekte A-Fahnen haben, in denen nur A(z/) mit A t v vorkommen. 
Unsere Pi besitzen gar keine Unterobjekte U mit Pi/U G Af, und fiir jedes 
A(/i) G A und jedes Unterobjekt iV C A(/i) mit N e Af gilt 

Romaic, A(//)) = Hom G (P i , A(//)/iV). 

Aus der Beschreibung der Morphismen der Quotientenkategorie, wie sie in 
|SoeOO| 2.2.1] wiederholt wird, folgt dann in unserem Satz der rechte Isomor- 
phismus. □ 

14.4. Wir erinnern nun die nach 113.31 eindeutig bestimmten graduierten Stan- 
dardmoduln .(/,. G Modi' -. 1 = O aus 113.21 und die Varietaten U(x,y,z) = 
BxB/B n zBy- l B/B aus 1731 

Proposition 14.5. Die Erweiterungen von Standardobjekten in der gra- 
duierten modularen Kategorie O = Modf z -v4 konnen unter der Annahme 
Q\R\ < u geometrisch beschrieben werden durch kanonische Vektorraumiso- 
morphismen 

Des weiteren konnen diese Erweiterungen nur von Null verschieden sein fiir 
j + 2i < l{x) - l(y) und < % + j. 

Beweis. Naturlich konnen wir diesen Raum von Erweiterungen auch als Mor- 
phismenraum Der Modf z _ A (M X , M y ((j))[i}) in der derivierten Kategorie inter- 
pretieren, und mit der Umgraduierungs-Aquivalenz U aus 12. 5 1 konnen wir ihn 
weiter umschreiben zu dgDerf z A ((£7M x ), (UM y )[i Andererseits wis- 

sen wir aus 14.61 fiir T = j x *kx[l(x)] G Perv(B)(G/B) und auch jede Auflosung 
J 7 * dieser perversen Garbe durch einen Komplex von perversen Garben, dafi 

KT* := Hom Pcrv (5*, T*) 

verschoben kohomologisch diagonal ist, ja genauer nur Kohomologie in Bi- 
graden (k,l) hat mit k — I — l(x). Ich kann nun nach 114.71 eine geometrisch 
projektive Auflosung J 7 * so finden, dafi das Bild unter der Projektion auf 
Z x Z/2wZ der verdickten Diagonale 

Tr(7|P + |;Z(x)) = {(k,l) GZxZ \k - I - l(x)\ < 7\R + \} 

unser (Z x Z/2wZ)-graduiertes KF* tragt. Fiir 5|P+| - 1 + 7\R+\ < u 
ist unsere Bedingung 16.91 erfullt und die nach Tr(7|i? + |; l(x)) hochgehobe- 
ne Z-Bigraduierung macht KT* zu einem kohomologisch Z(x)-diagonalen Z- 
graduierten dg-Modul KT* iiber E, der sogar homotopieprojektiv ist, da T* 
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ein beschrankter Komplex geometrisch projektiver perverser Garben war. 
Ebenso wissen wir fur Q = j y *k y [l(y) + n] 6 Der^B)(G/B), daB KQ nur 
Kohomologie in Bigraden (k,l) hat mit k — I — l(y) + n. Hier konnen wir 
uns sogar den Ubergang zu einer geometrisch projektiven Auflosung sparen, 
und man erkennt unschwer, dafi Tr(5|i? + |; l(y) + n) unser KQ tragt. Fiir 
5|-R + | — 1 + 5|i? + | < u macht die nach Tr(5|i? + |; l(y) + n) hochgehobene 
Z-Bigraduierung wieder KQ zu einem kohomologisch (l(y) + n)-diagonalen 
Z-graduierten dg-Modul KQ iiber E. Gilt schlieBlich 7|i? + | + 5|i? + | < u, so 
stimmen nach 16.71 auch auf dem Raum 

Hom_ E (lGF*, KQ) 

die beiden Z-Bigraduierungen tiberein, die man einmal von den Z-Bigra- 
duierungen auf K^*,KQ erhalt und ein andermal durch Hochheben der 
(Z x Z/2wZ)-Graduierung auf dem Homomorphismenraum nach Tr(7|i? + | + 
5|i? + |; l(y) — l(x) + n). Dasselbe gilt fiir 

dgYLot_ E (kr,KQ) 

und damit auch fiir den Raum dgDer_ E (A\P*, KQ), der wegen der Projekti- 
vitat des Komplexes T* namlich bereits in der Homotopiekategorie berechnet 
werden kann und deshalb nur eine andere Bezeichnung fiir dasselbe Objekt 
ist. Insgesamt erhalten wir so fiir m G Z mit |m — l{y) + l{x) — n| < 12|i? + | 
die Identitat 

Vex iB) (j x MKx)}Jv*kyiKy) +"D M = dgDer_ E {kT*,kg)W 

und alle anderen homogenen Komponenten auf der rechten Seite sind Null. 
Wir betrachten nun das Diagramm von Kategorien und Funktoren 

dgDerf Z _ E dgDerf _ E 

i t 
dgDerf! z dgDerf _ z 

i i 
dgDerf^ dgDerf _ A 

Die waagerechten Funktoren stehen fiir das Vergessen einer Graduierung, 
wir notieren sie manchmal M h-> M. Die Bedeutung der anderen Funktoren 
ist hoffentlich offensichtlich. Von besagten vier waagerechten Funktoren wis- 
sen wir, daB sie fiir Objekte M, N links die Summe iiber v der Raume von 
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Morphismen M — > N(y) isomorph auf den Raum der Morphismen M — » iV 
rechts abbilden, etwa 

0dgDerf^(M,iV(z/)) ^ dgDerf_ E (M, N) 

Der Shift (v) ist dabei zu verstehen als (N(u)Y' j = N^ j+V . Da nun KF* E 
dgMod^ kohomologisch /(x)-diagonal ist, entspricht es nach 16.91 unter den 
Aquivalenzen in der linken Spalte unseres Diagramms seiner Kohomologie 
HKF* e dgMod z -v4 und diese lebt nur in Bigraden (fc, I) mit k — I = l(x). 
Andererseits ist nach Konstruktion und 113.21 das Bild von M x in dgMod z -A 
diagonal, und beide Objekte werden nach Vergessen der nichthomologischen 
Graduierung isomorph. Alles zusammen liefert uns Isomorphismen UM X = 
HKF* (l(x)} in dgMod z -A In derselben Weise erhalten wir in dgMod z -A 
auch Isomorphismen UM y [n] = 1-lKG(l(y)). Also gilt fur m e Z mit \m — 
l(y) + l(x) -n\< l2\R+\ stets 

dgDevl A {UM x (-l(x)),UM y (-l(y))[n](m)) 

^ dgDer _ A (UM x (-l(x)),UM y (-l(y)}[n})^ 
= dgDer_ E (kT*,KQ) {m) 

= [(^ x) - l{y) - n U(x,w ,yw )Y-^y 

nach !7.8l Das kann nur von Null verschieden sein fiir < n < l(x) — l{y) und 
nach I15.4I genauer fiir 

l(x) — l(y) — n < m < 2(/(x) — l(y) — n) 

Einsetzen liefert ohne weitere Schwierigkeiten 

Ext%(M x ,M y ((j))) * dgDevf z _ A (UM x ,UM y [i+j](j)) 

und das kann wegen der beschrankten Unterreinheit der fraglichen Varietat 
I15.4I nur von Null verschieden sein fiir 

l{x) - l(y) — i — j < l{x) - l{y) - j < 2{l{x) - l(y) - i - j) 

alias < i und j + 2i < l(x) — l(y). Dariiber hinaus liefert unsere Inter- 
pretation als Erweiterung von perversen Garben auch noch die Abschatzung 
0<i+j. □ 
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Lemma 14.6. Das Objekt L y aus \ 7.12\ besitzt eine geometrisch projektive 



Aufldsung . . . — > P 2 — > Pi — > P$ = P y -» L y , bei der jedes Pi eine Summe 
von Summanden P z (fi) ist mit i < l(z) + l(y) und < l(z) + l(y). 

Beweis. Induktion iiber die Lange von y. Im Fall y = e haben wir L e = M e 
und die Aussage steht bereits in 17.151 Sonst haben wir eine kurze exakte 
Sequenz K M y -» L y wo nach Q2l [K : L x (u}} ^ nur fflr \u\ < l(y)-l(x) 
und l(x) < l(y) moglich ist. Das Lemma folgt aus der Induktionsannahme in 
Verbindung mit 17.151 □ 

14.7. Nun hat wieder nach 17. 121 unser j x *k x [l(x)]{l(x)) eine Filtrierung, in 
der alle Subquotienten in der Form L y (y) mit \v\ < l(x) — l(y) geschrieben 
werden konnen. Zusammen mit Lemma [14.61 finden wir so, dafi dies Objekt 
eine geometrisch projektive Aufldsung 

. . . -> P 2 -> P 1 -> P -» 

besitzt, bei der jedes Pj eine Summe von Summanden P z (fi) ist mit z < 
+ l(x) und < l(z) + l(x). Noch grober und nach Ubergang zu oberen 
Indizes P l = P-i ist das ein Komplex, bei dem jedes P % Summe von gewissen 
P z (j) ist mit — 4|i? + | < i — j < 2|i? + |. Zusammen mit der entsprechenden 
Abschatzung aus[H6]fur S* und EH finden wir, daB Hom(£ fc , P k+i )® ^ 
nur moglich ist fur = mit G Z 2 und \i — j\ < 7|P + |. 



15 Geometrische Erganzung 

15.1. Im folgenden will ich noch erklaren, wie man die Beschreibung 113.41 
von Homomorphismen von Standardobjekten auch iiber deren geometrische 
Beschreibung 114.51 erhalten kann. 

Definition 15.2. Eine F-Varietat X heifie beschrankt stark unterrein ge- 

nau dann, wenn fiir alle n > ihre geometrische etale Kohomologie H n (A; k) 
als Galoismodul eine Filtrierung mit Subquotienten k(—i>) fiir n < 2v < 2n 
besitzt. Natiirlich hangt diese Eigenschaft auch vom Koeffizientenkorper k 
unserer Garben ab, diese Abhangigkeit mache ich jedoch nicht explizit. 

Beispiele 15.3. Die eindimensionale multiplikative Gruppe ebenso wie die 
eindimensionale additive Gruppe sind beschrankt stark unterrein. Das Pro- 
dukt von zwei beschrankt stark unterreinen Varietaten ist wieder beschrankt 
stark unterrein. Ist eine glatte Varietat X mit einer glatten abgeschlosse- 
nen Untervarietat Y gegeben und sind sowohl unsere Untervarietat als auch 
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ihr Komplement U '■— X\Y beschrankt stark unterrein, so ist unsere ur- 
spriingliche Varietat auch beschrankt stark unterrein unter der zusatzlichen 
Bedingung, daB in der Gysin-Sequenz 

...->• R n -\U; k) -> H n - 2c (F; k)(-c) -> H"(X; fc) ->• H n (£7; jfe) ->• . . . 

mit c = dim X — dim Y der Kodimension des abgeschlossenen Teils der Mor- 
phismus H°(Y;/c)(— c) — > H 2c (X; k) verschwindet alias die Randabbildung 
der Gysinsequenz eine Surjektion H 2 ^ 1 ^; k) -» H°(Y; fc)(-c) liefert. 

Proposition 15.4. Der Schnitt einer Bruhatzelle mit einer verschobenen 
dicken Bruhatzelle in einer Fahnenmannigfaltigkeit ist stets beschrankt stark 
unterrein. Dasselbe gilt auch in jeder partiellen Fahnenmannigfaltigkeit. 

15.5. Wenn man diese Aussage mit 114.51 zurtickubersetzt. ergeben sich un- 
mittelbar die Behauptungen 113.41 iiber Homomorphismen graduierter Stan- 
dardmoduln. Ich denke, die Proposition gilt mit fast demselben Beweis auch 
dann noch, wenn die zweite Zelle nicht die dicke Zelle ist. Ich will aber vorerst 
noch die diesem Fall inharenten zusatzlichen Komplikationen vermeiden. 



Beweis von Proposition 15.4 111 unserer Terminologie ist zu zeigen, daB al- 
le U(x,Wq, z) stark beschrankt unterrein sind. Dazu argumentieren wir mit 
vollstandiger Induktion iiber die Lange von x. Fiir x = e das neutrale Ele- 
ment ist die Behauptung eh klar. Sonst gibt es s 6 S mit sx < x. Gilt 
sz > z, so haben wir U(x,Wq,z) = ¥xU(sx, Wq, sz) und die Behauptung 
folgt induktiv. Gilt dahingegen sz < z, so haben wir eine Zerlegung 

U(x, wo, z) = U(sx, wo, sz) U ¥ x xU(sx,wo, z) 

in eine abgeschlossene glatte Hyperebene mit einer oder keiner Zusammen- 
hangskomponente und ihr offenes Komplement. Nur der Fall U(sx, wq, sz) ^ 
ist problematisch, und in diesem Fall haben wir mit 115.31 und Induktion 
gewonnen, wenn wir zeigen konnen, dafi die Randabbildung 



H 1 (F x x[/(sx,w ,^);^) -> B°(U(sx,w ,sz);k)(-2) 

aus unserer Gysin-Sequenz nicht die Nullabbildung ist. Das folgt jedoch aus 
115.71 Man beachte, daB hier das Queren nicht den AbschluB meint, sondern 
vielmehr die Erweiterung der Skalare nach F. □ 

Proposition 15.6. Fiir jede algebraische Teilmenge Z C C n und beliebige 
Koeffizienten gilt W(C n \Z) = fiir < % < 2(n — dimZ) — 1. Analoges gilt 
in der etalen Kohomologie fiir Varietaten iiber einem beliebigen algebraisch 
abgeschlossenem Korper C. 
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Beweis. 1st Z glatt von der Dimension d, so folgt das aus der Gysinsequenz 

...-»• FTC" -> H*(C n \Z) -> -> . . . 

Sonst ist der singulare Ort Sc2 eine algebraische Teilmenge echt kleinerer 
Dimension und die Behauptung folgt induktiv aus der Gysinsequenz 

H'(C n \5) ->• H l (C n \Z) ->■ H l - M+1 (Z\5) □ 

Proposition 15.7. Gegeben eine offene nichtleere Teilmenge U G C n find 
eine g/arte Hyperflache F g± U liefert der Morphismus aus der Gysinsequenz 
eine Surjektion 

n\U\F) -» H°(F) 

Analoges gilt in der etalen Kohomologie fur Varietdten iiber einem beliebigen 
algebraisch abgeschlossenem Korper C. 

Beweis. Sei G 54 C" das Komplement von U G C n und F ^ C n der Ab- 
schluss von F in C n und 5 54 C" der singulare Ort von G U F, zu dem 
wir auch alle irreduziblen Komponenten einer Kodimension mindestens 2 
von GU F dazuzahlen. So haben wir eine Gysinsequenz 

H X (C"\G U F) -> H°((G U F)\S) ->• H 2 (C"\S) 

Nach [T5761 gilt am linken Ende H 2 (C n \S') = 0, folglich ist die Randabbil- 
dung der Gysinsequenz eine Surjektion H 1 (C n \(G U F)) -» H°((G U 
Links steht bereits H 1 (?7\F) und rechts ist H°(F) ein direkter Summand. 
Die Behauptung folgt. □ 
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